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Предисловие к 99-му изданию 


Настоящий сборник задач предлагается студентам, изу. 
чающим математический анализ в объеме программы для выс- 
ших учебных заведений. «Сборник» содержит систематически 
подобранные задачи и упражнения к основным разделам курса 
математического анализа. 

Теоретические справки о необходимых формулах в за- 
дачнике не помешены; имеется в виду, что читатель найдет их в 
соответствующих разделах учебника. Большинство параграфов 
для удобства подразделено на части, причем группам задач с 
однородным содержанием предшествует общее указание. Перед 
задачами физического содержания даются нужные справки по 
физике. Для более трудных задач указания к решению даны 
в разделе «Ответы»; такие задачи отмечены звездочкой, 

Первое издание сборника вышло в 1947 году. За прошед- 
шие годы ряд разделов математического анализа, изучавшихся 
ранее в вузах, были включены в программу средней школы. За- 
дачи, относящиеся к таким разделам, редакторы двадцать вто- 
рого издания сочли возможным исключить. Нумерация задач, 
однако, для удобства использования осталась такой же, какив 
семнадцатом издании (1977 г.)}. 


Глава | 


ФУНКЦИЯ 


$ 1. Первоначальные сведения о функции 


Функции и способы их задания 


1. Сумма внутренних углов плоского выпуклого многоуголь- 
ника является функцией числа его сторон. Задать аналитически 
эту функцию. Какие значения может принимать аргумент? 

4. Функция задана графиком, изображенным на рис. 1. По 
трафику ответить на следующие вопросы: 

а) При каких значениях независимой переменной функция 
обращается в нуль? 

6) При каких значениях независимой переменной функция 
положительна? 

в) При каких значениях независимой переменной функция 
отрицательна? 

6. Записать функцию, выражающую зависимость радиуса / 
цилиндра от его высоты A при данном объеме У =1. Вычис- 
лить значения г при следующих значениях A: 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 
3; 3,5; 4; 4,5; 5. Построить график функции. 

7. Выразить площадь равно- 
бочной трапеции с основаниями 
аиф как функцию угла © при 
основании а. Построить график 
функции при а=2, 6=1. 

8. Выразить зависимость дли- 
ны 65 одного катета прямоуголь- 
ного треугольника от длины а 
другого при постоянной гипоте- 
Нузе с=5. Построить график 
этой функции. Рис. 1 
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$ 1. ПЕРВОНАЧАЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ O ФУНКЦИИ 9 





9. Даны функции a) f (x)= 22; 6) ofx) =e. ны ! 


a1 
Найти: £0); f0); f@)s #62); FCS 78) ИВ) 
$); o@s 9@); oC 2); мА Существует ли /(-1); ФС о 

10. Дана функция / (и) = и? -1. 

Найти: /(); f(a); f(a+1); f(a-1); 2f a). 

11. Даны функции F(z) = 2?-? и o(z)=2!?b?, 

Найти: F(0); F(2); F@); FC1); F(25); Р(-15) и o(); 

(2); oC) ole): 961)+ FQ). 

12. Дана функция y(t) = ta’. 

Найти: vO); у); у(-1); у); у@); yea). 

13. 9 =# +1, Найти: ol?) и [o()F. 

14. F (x)= д 2x? +5. Доказать, что F(a)= Е(-а). 

15. &(z)= 29 -5z. Доказать, что Ф(-2)=-Ф (2). 

16. f (£)= 20? + 4 + 8 + 54. Доказать, что f (#) = 7(t). 

17. f (x)= sinx — созх. Доказать, что {> 0. 

18. у (=) = вх. Доказать, что y(x)+ y(x +1)= [Е (x +1) 

19. Р(2)= а”. 1) Доказать, что при любом 2 справедливо со- 
отношение Р(- 2)Р(г)-1=0. 

2) Доказать, что Р(х)Р(у)= Р(х+у). 

20. Даны график функции у = f(x) и значения а и 6 незави 
симой переменной x (рис. 2). Построить на чертеже / (а) и f(b). 


Каков геометрический смысл отношения 26-16) ? 
<a 


y 21. Показать, что если 
любая хорда графика функ- 
ции y=f(x) лежит выше 
стягиваемой ею дуги, то для 
всех х; = х, имеет место не- 


равенство 


Mest , (550) 





ola Е = 


Рис. 2 


22. Дано: f(x)=x°-2x+8. Найти все корни уравнения: 
a) f (x)= £0); 8) 7%) =ГСУ.. 

23. Дано: f (x)= 2х3 - 5х? - 23x. Найти все корни уравнения 

fle)=fC 2). | 

25. Указать два корня уравнения f (x)= f Е) если 
известно, что функция f (x) определена на отрезке [- 5, 5]. 
Найти все корни данного уравнения для случая, когда 
ie rape #8; 6; o(x)=5x. Найти все корни уравнения 
F(x)=|o@)- 

27. 1(х)=х+1; o(x)=x-2. Решить уравнение 

[F(x)+o(x)|=|F@)| +10). 

28. Найти значения a и 6 в выражении функции f (x)= 
=ах? +6х+5, для которых справедливо тождество f (x+1)- 
-f(x) = 8х +3. 

29. Пусть f(x)=acos(bx +c). При каких значениях посто- 
янных а, фи с выполняется тождество f(x + 1)- f (x)= sinx. 


Сложные и неявно заданные функции 


33. Дано: y=sinx; v=lgy; и= v1 ev, Выразить и как 
функцию х. : 

34. Дано: у=1+х; z=cosy; v= 1-22. Выразить v как 
функцию x. 


35. Следующие сложные функции представить с помощью 
цепочек, составленных из основных элементарных функций: 


2) у=а+х); 3) y=letgx; 
4) y=sin'(2x+1); 5) y= 5 OE, 

36. f(x)=2°-x; o(x)=sin2x. Найти: 
dil Фра  » of ek 
arl@hs © HOT » ole. 


1) y=sin® x; 


г) flo) 
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37. Доказать справедливость 
следующего способа построения 
графика сложной функции 
y=flo (x)J=F (x) по известным 
графикам составляющих функций: 
y=f(x), у=Ф(х). Из точки А гра- 
фика функции (x) (рис. 3), coor- 
ветствующей данному значению 
независимой переменной х, прово- 


AMTCA прямая, параллельная оси 
Ох, до пересечения в точке В с биссектрисой первого и третьего 


координатных углов; из точки В проводится прямая, парал- 
лельная оси Оу, до пересечения с графиком функции / (x) в 
точке С. Если из точки С провести прямую, параллельную оси 
Ох, то точка D ее пересечения с прямой NN’ будет точкой гра- 
фика функции F (x), соответствующей взятому значению х. 


38. Написать в явном виде функцию у, неявно заданную 
следующим уравнением: 


2 
1) x+y? =15) ва: 3) 180; 4) xy=C; 
5) 2% =5; 6) lgx+lg(y+l)=4; 7) atx? - 2) = x8 47 
8) (1+ x)cosy~x? =0. 
39*. Показать, что при х>0 уравнение y+ly|-x-|x|=0 


определяет функцию, графиком которой является биссектриса 
первого координатного угла, а при х<0 данному уравнению 
удовлетворяют координаты всех точек третьего координатного 
yraa (включая и его граничные точки). 





Рис. 3 


$ 2. Простейшие свойства функций 


Область определения функции 
40. Составить таблицу значений функции целочисленного 
аргумента у = 4 для 1s x <6. 


41. Значение функции целочисленного аргумента и =(n} 


равно количеству простых чисел, не превосходящих п. Cocra- 
вить таблицу значений и для1 <n < 20. 


§ 2. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 








2 1 
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LLL НЕЕ 





Be ar fe 
Рис. 4 


42. Значение функции целочисленного аргумента и=/ (п) 
равно количеству целых делителей аргумента, отличных от {и 
самого п. Составить таблицу значений и для 1 <n < 20. 

43. Из трех материальных отрезков, длины которых равны 
1; 2; 1 единицам длины, а массы соответственно равны 2; 3; 1 
единицам массы, составлен брус (рис. 4). Масса переменного 
отрезка АМ длины x есть функция or x, При каких значениях х 
определена эта функция? Составить ее аналитическое выраже- 
ние и построить график. ь 7 

44. Башня имеет следующую форму: на прямой круглый 
усеченный конус c радиусами оснований 2R (нижнего) и R 
{верхнего) и высотой R поставлен цилиндр радиуса Ё и высоты 
28; на цилиндре — полусфера радиуса Е. Выразить площадь 9 
поперечного сечения башни как функцию расстояния х сечения 
от нижнего основания конуса. Построить график функции 
S=f (x). 

45. В шар радиуса В вписывается цилиндр. Найти функцио- 
нальную зависимость объема У цилиндра от его высоты х. Ука- 
зать область определения этой функции. 

46. В шар радиуса В вписывается прямой конус. Найти 
функциональную зависимость площади боковой поверхности 5 
конуса от его образующей х. Указать область определения этой 
функции. р 

В задачах 47-48 найти области определения данных функций: 


47. 1 у-1-Шх; 2 у=1(х+3); Эу=ф-2х; 
4) y=y-px (р>0); Бу 8) y= 











eo x41” 
2 а 9) у=1- 1-22; 
Ту-= Вина! и 
aa ee = Vx? —4х+3; 12) у; 
19) y= 11 и Ve? 4x48 vy МиР 


13) y= arcsin =; 14) у = aresin (x ~ 2); 
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15) у = агссоз (1-2х); 16) y= агосоз 2 ; 


17) y=arcsinJ2x; 18) y= fi-|x|; 19) y= 


20) у; = Sx-x? ), oe eines 
yy ea 21] у 1 a }s 22) y = Igsinx; 











23) у = arecos 2; 24) y =log, 2. 
48. I y= еее +2; 2) у e+ aresin 22, 


3) у = aresin 28 - 1g (4x); 4) у= УЕ ~Ig (x -3); 

5) y=Vx-1+2Vl-x4Vx? +1; 6) y= + +e (c? - x} 
4-x 

1) y=lesin(x-3)+Vi6-2%; 8) y= veinz + Vi6~ 2°; 


9) ys—t ¥sinx: в х-5 
) y= Gam + Vein x; 10) y= lez Ve 8: 


1) y= yb + ees 12) y= x? -Зх+2+ ; 


3+2x-x? 


уч, 14) уе (4+ 6-х}; 


15) y=lg | - lee? -5x+ 16] 
49. Тождественны ли функции: 


976) = 5 и o(e)=4; 21) = 2 и 94) = х; 





8) (а) =х и Ф(х)= Ух; 4) (а) = ща? и Ф(х)=2щх? 

50. Придумать пример аналитически заданной функции: 

1) определенной только в интервале -25 x <2; 

2) определенной только в интервале -2<x<2 и неопреде- 
ленной при х=0; 

3) определенной для всех действительных значений х, за 
исключением х=2, x=8, х=4, 

51. Найти области определения однозначных ветвей функ- 
ции y= Q(x), заданной уравнением: 


dH у? ~1+ log,(x-1) = 0; 2) yt -2xy? +x? -х=0. 





Элементы поведения функции 





52. #&)= т ; указать область определения функции f(x) 
+x" 
и убедиться, что эта функция неотрицательна. 
53. Найти интервалы знакопостоянства и корки функции: 
1) у=3х-6; 2) у=д?-5х+6; 3) у=2"1; 
4) ух? - 8x? 42x; 5) у=|х|. 
54. Какие из указанных ниже функций четны, какие нечет- 


ны, какие не являются ни четными, ни нечетными: 


1) y=xt-2x"; 2)унх-х?;  З) y=cosx; 
5 
x 


y=: Бух; 6) y =sinx; 


7) y=sinx-cosx; 8) у=1-1?; 9) y= tex 











Wyss"; Wy y= eee 
=; =o, 
13) y= a3 =; 
==“, ВЕ = 
16) y= 25"; 17) y=inke? 


55. Каждую из следующих функций представить в виде 
суммы четной и нечетной функций: 

1) y=x° 48x42; 2) у=1- 8 -х* 2x5; 

З у = sin 2x + cost + tg x. 

56. Доказать, что f(x)+f(-x) - четная функция, а f(x)- 
-1(- x) - нечетная функция. 

57. Представить в виде суммы четной и нечетной функций 
следующие функции: 

VY y=at; 2) у=(+х) (см. задачу 56). 

58. Доказать, что произведение двух четных функций есть 
четная функция, произведение двух нечетных функций - чет- 
ная функция, произведение четной и нечетной функции — не- 


четная функция. 


59. Какие из нижеследующих функций будут периодическими: 
1) y=sin?x; 2) у=ышх?; 3) y=x-cosx; 4) y=sint; 


S)y=1+tex; 6) y=5; Dy=[x]; 8 y=x-[x]? 
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(Функция [=] определяется так: если x — целое число, то [x] =x. 
Если х не есть> целое число, то [x] равно наибольшему целому чис- 
лу, меньшему x. Так, [2] =2; [3,25] = 3; [-1,37| = -2.) 

60. Построить график такой периодической функции с перио- 
дом Т =1, карторая на полуинтервале [0, 1) задана формулой: 

Yy=x; Зу=х”. 

61. Указать интервалы возрастания и убывания и интервалы 
постоянства функций: 

1) y=|x|s 2) y=|x|-x. 

62. Указатгь наибольшее и наименьшее значения функций: 

Пу=зш?х; 2) у= 5088; 3) y=1-sinx; 4) y= 27. 


64. Как, зная график функции y= f(x), построить график 
функции: 


Пу- [16| 2 v= sl/l + 1p 9 v= г). 


$ 3. Элементарные функции. 
Обратная функция 


65. Дано, `что при напряжении E = 2,4 В сила тока I = 0,8 А. 
Выразить ангалитически, используя закон Ома, зависимость 
между силой тока и напряжением; построить график найденной 
функции. 

66. В сосу-д произвольной формы налита жидкость. Ha глу- 
бине A = 25,3 см давление этой жидкости p= 1,84-10° Па. 

а) CocraBi:Th функцию, выражающую зависимость давления 
от глубины. 

6) Определить давление на глубине # = 14,5 см. 


в) Ha како.Й глубине давление станет равным 2,65-10° Па? 

67. Тело ддвижется прямолинейно под действием силы РЕ. 
Исходя из завкона Ньютона, написать функцию, выражающую 
зависимость млежду силой F и ускорением w, если известно, что 
если тело дви: жется с ускорением 12 м/с?, то на пути s=15 м 
производится работа A = 32 Дж. 
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68. Определить линейную функцию у = ах +5 по следующим 








данным: 
1) _х 2) xly 3) _х 
|4 214,3 2,5 | 7,2 
316 —1,6 | 0 3,2 | 6,8 


69. Некоторое количество газа занимало при 20°C объем 
107 см3, при 40°C объем стал равным 114 смз. 

а} Составить, исходя из закона Гей-Люссака, функцию, вы- 
ражающую зависимость объема У газа от температуры #. 

6) Каков будет объем при 0°C? 

70. Равномерно движущаяся по прямой точка через 12 с по- 
сле начала движения находилась на расстоянии +32,7 см от 
некоторой точки этой прямой; через 20 с после начала движе- 
ния расстояние стало равным +43,4 см. Выразить расстояние 3 
как функцию времени Zt. 

71. Напряжение в некоторой цепи падает равномерно (по 
линейному закону). В начале опыта напряжение было равно 
12 В, а по окончании опыта, длившегося 8 с, напряжение упало 
до 6,4 В. Выразить напряжение V как функцию времени и 
построить график этой функции. 

72. Найти приращение линейной функции у=2х-7Т при пе- 
реходе независимой переменной x от значения х1=3 к значе- 
нию x, =6. 

13. Найти приращение линейной функции у = -3х+1, co- 
ответствующее приращению независимой переменной Ax = 2. 

74. Функция у=2,5х+4 получила приращение Ду =10. 
Найти приращение аргумента. 


x-a 





75. Даны функция у и начальное значение незави- 





a 
симой переменной x, =а-6. При каком конечном значении 


х, независимой переменной x приращение Ay = т ? 


76. Функция p(x) задана так: p(x) = 1+2 при <x 82; 
o(x)=5-x при 25х<+=. Найти корни уравнения (x)= 


=2х-4 аналитически и графически. 
77. Построить график функции: 
1) у=|х+ +1]; 2 и |x+1|-|x~1]; 
Зу=|=-3|-2|х+1|+2]х|-х+1. 
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18*. Для каких значений x справедливо неравенство 
+6 |< 7+6} 

если / (х) =х-3, а Ф(2) =4-х. 

79. Для каких значений х справедливо неравенство. 

[9-6 > [1 (x) -|o(x)|, если /(х) = х, a p(x)=x-2. 

80. Функция f {x} определена так: в каждом из интервалов 
пзх<п+Т, где п - целое положительное число, f(x) меняет- 
ся линейно, причем /(п}= -1, th + 1)- 0. Построить график 


этой функции. 


81. Построить график и указать интервалы возрастания и 
убывания данной функции: 
а. 


4) у=1-х?; 5) у=х?-х+4; 6) y=x-x? 
пу=[х- =? |; 8) у=2х? +3; 


2) y=x?-1; 3) y= 





Пруд; 
9) у=2х? -6х+4; 


10) y=-8x?+6x-1; 11) y= ~ 8x? +6x-1: 





12) y=-x|x|, 

82. Написать аналитическое выражение однозначной функ- 
ции, определенной на полуинтервале (- ®, 6], если известно, 
что график ее состоит из точек оси Ох с абециссами, меньшими 
числа -3, из точек параболы, симметричной относительно оси 
Оу и проходящей через точки А (-3,0), В (0,5), и из точек 
отрезка CD с концами С (3, 0) uD (6, 2). 

83. Найти наибольшее значение функции: 

ие 2 +х-1; 2) у=-х? -35+2; 3) у=5-х2; 

4) y=-2x? +ах-а?; 5) у=а?х-Ь?х?. 

84. Найти наименьшее значение функции: 

ТП y=x?+4x-2; 2) у=2х? -15х+0,6; 

8) y=1-S8x4+6x2; 4) уга?х? чай; 5) y = (ax +b) (ax - 26). 


85. Представить число а в виде суммы двух слагаемых Tak, 
чтобы произведение их было наибольшим. 
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86. Представить число а в виде суммы двух чисел так, что- 
бы сумма квадратов этих чисел была наименьшей. 

87. Около каменной стенки нужно сделать деревянный за- 
бор, чтобы огородить прямоугольный участок земли. Общая 
длина забора равна 8 м. Какова должна быть длина части забо- 
ра, параллельной стенке, для того, чтобы забор охватил наи- 
большую площадь? 

88. В треугольнике сумма сторон, заключающих данный 
угол, равиа 100 см. Чему должны быть равны эти стороны, что- 
бы площадь треугольника была наибольшей? 

89. Какой из цилиндров с данным периметром осевого сече- 
ния Р=100 см имеет наибольшую боковую поверхность? 

90. Какой из конусов, периметр осевого сечения которых 
равен P, имеет наибольшую боковую поверхность? 

91. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, на 
который поставлен конус (с тем же основанием). Угол при вер- 
шине конуса 60°. Периметр осевого сечения тела 100 см. Каков 
должен быть радиус цилиндра, для того чтобы боковая поверх- 
ность тела была наибольшей? 

93. В данный прямой конус вписан цилиндр так, что плос- 
кости и центры круговых оснований цилиндра и конуса совпада- 
ют. При каком отношении радиусов оснований цилиндра и кону- 
са цилиндр будет иметь наибольшую боковую поверхность? 

94. Дан прямой круговой конус, радиус основания которого 
равен R, а высота Н. В конус вписан цилиндр Tak, что плоско- 
сти и центры круговых оснований цилиндра и конуса совпада- 
ют. Каким должен быть радиус цилиндра, для того чтобы пол- 
ная поверхность цилиндра имела наибольшую величину? Рас- 
смотреть случаи H >2Е и НЗ2В. 

95. Каков должен быть радиус круга, для того чтобы сектор, 
периметр которого равен данному числу P, имел наибольшую 
площадь? 

96. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху за- 
канчивается правильным треугольником. Периметр окна Р. 
Каково должно быть основание а прямоугольника, для того 
чтобы окно имело наибольшую площадь? 

97. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху за- 
канчивается полукругом. Каково должно быть основание пря- 


моугольника, для того чтобы пр: ‘периметре;-равном_2 м, окно 
имело наибольшую площадь? Bene РУ 


того 
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99. Из проволоки длиной 120 см нужно сделать модель пря- 
моугольного параллелепипеда с квадратным основанием: Какова. 
должна быть сторона основания, для того чтобы полная поверх- 
ность параллелелинеда была наибольшей? 

100. Кусок проволоки длиной а нужно разрезать на две час- 
ти; из одной сделать квадрат, из другой - правильный тре- 
угольник. Как нужно разрезать проволоку, чтобы сумма площа- 
дей полученных таким образом фигур была наименьшей? 

101. Найти на прямой y= x точку, сумма квадратов рас- 


стояний которой от точек (-а, 0), (а, 0) и (0,6) была бы наи- 
меньшей. 

102. Найти на прямой у=х+2 точку, сумма квадратов 
расстояний которой до прямых 3х -4у+8=0 и 8x-y-1=0 
была бы наименьшей. 

104. Построить параболу у = х? и использовать ее для гра- 
фического решения следующих уравнений: 

1) x? -х-2,25-0; 2) 2x? ~8x-5 = 0; 

3) Злх? -14x+5,8=0; 4) 4? -12х+9=0; 

5) 3х? -Вх+7=0. 

105. Функдияф(х) задана так: Ф(х) = $x =} при -o<xs 
< Ц; o(x) э=1+х при "7 Sx<+o, Найти аналитически и 


трафичееки все действительные корни уравнения [$ = 
=7х+25. 

106. Указать область определения функции 

y=lg (ox? +bx+ с} 
107. Найти /(х+1), если дано, что f(x ~1)= 2x? - 8x41. 
2 
108*. Показать, что функция /(х}= asec принимает 
< x +4x48e 

любое действительное значение, если O<¢ <1. 

109. Исходя из закона Бойля-Мариотта, найти функцию, 
выражающую зависимость объема газа от давления при 


t=const, если известно, что при давлении 10° Па объем газа 
равен 2,3 л. Построить график этой функции. 


110. Переменная х обратно пропорциональна у, у обратно 
пропорциональна 2, 2 в свою очередь обратно пропорциональна 
г. В какой зависимости находятся x и 5? 

111. Переменная х обратно пропорциональна у, у прямо 
пропорциональна 2, 2 прямо пропорциональна и, и обратно про- 
порциональна 5. В какой зависимости находятся x и и? 

112. Нри электролизе количество выделяющегося на элек- 
троде вещества пропорционально силе тока, сила тока пропор- 
циональна проводимости электролита, проводимость пропор- 
циональна концентрации электролита, концентрация при дан- 
ном количестве вещества обратно пропорциональна объему 
растворителя. Как количество выделяющегося на электроде 
вещества зависит от объема растворителя? 

113. Построить график дробно-линейной функции: 


2x-5 
уз; Dy= Pes y= gees 





ЕН 5) y= 4-8. 
= ) Y= 3-25 
114. Найти по графику наибольшее и наименьшее значения 


дробно-линейной функции на данном отрезке: 
y y=4[1,5); 3) y= 4 [0,4]. 
116. С помощью графического сложения построить график 














функции у= 2 ih 


117. Найти аки: обратную данной: 
Пу=х; 2) у=2х; Зу=1-3х; 4) y ax? 4; 


TD y=x?-2x; 8) у= +1; 


10) у=1+ (и +2}; И) у=юЕ,2 


5 у=1; By 

9) y= 107; 
ead. 

ет; 








13) у=10* =19"* 


1; 14) y= 2sin3x; 
= z+ dy sin 3x 





15) y=14+2sin2=1; 16) у = 4aresin v1 : 


x41? 
118. Доказать, что функция, обратная к дробно-линейной 





функции у= axth (считаем, что ad-be #0), также дробно- 


линейная. 
119. При каком условии дробно-линейная функция задачи 
118 совпадает со своей обратной? 
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120. Показать, что если f(x) = Уа-х", х>0, то [Az] = х. 
Найти функцию, обратную f(x). 

121. Какова особенность графика функции, тождественной 
с0 своей обратной? 

122. Функция у от x задана уравнением у?-1+ 1082(х-1)= 
= 0. Найти область определения данной функции и записать 
функцию, обратную данной. 

123. Функция у от х задана уравнением v +sin® x -у+2= 
= 0, Найти функцию, обратную данной. 
124. Построить график функции: 

DY y=te; р у=-1; 3) y= x9 +347; 


3 
Фуд -х+1; 5) y= -x84+2x-2; 6) y= 2x7; 





7 5 
TD ya tets 8 y=x; Фуад; 10) y= x; 
0,2, “25, 

MW) y= $e; 12) y=5e 8; 18) y=t-vzl 

125. Графически найти приближенные значения действи- 
тельных корней уравнения х+3 = 4\/х?. 

126*. Начертить кубическую параболу у=х* и использо- 
зать ее для графического решения уравнения: 

1) #3 +х-4=0; 2) х3 — 3? -х+3=0; 

3) x9 — 65 +9х-4=0; 4) х? +357 +6х+450, 

127. По данному условию составить уравнение и решить его 
графически: 1) Квадрат какого числа равен самому числу, сло- 
женному с его обратной величиной? 

2} Деревянный шар с радиусом, равным 10 см, и плотно- 
стью, равной 0,8 г/см3, плавает на поверхности воды. Найти 
высоту сегмента, погруженного в воду. 

3) Общая масся деревянного куба и пирамиды с квадратным 
основанием равна 0,8 кг. Ребро куба равно стороне основания 
пирамиды, высота пирамиды 45 см. Найти ребро куба. Плот- 
ность дерева 0,8 г/см3. 

128. Дана функция у=х", х>0. При каких значениях х 
эта функция имеет значения, большие значений обратной 
функции, и при каких — меньшие? 





129. Построить график функции: 
Dyas Фу, 


4) y=1-387*; Буу= Qa)"; 6) y=". 


3) y= 4-3"; 


130. Используя график функции y=2*, построить без 
дальнейших вычислений график функции: 


ру=2; Ду"; Эу=у2 


к 
2 


+1. 


131. Показать, что графиком функции y =k-a* [2 > 0) яв- 


ляется та же линия, что и для функции у=а*, только сдвину- 


тая параллельно оси ординат. 
132. С помощью графического сложения построить график 


функции: 1) y= x7 42%; 2) у=х? -2*. 

133. Графически решить уравнение 2* -2х=0. 

134. Построить фигуру, ограниченную линиями у= DF, 
y= dee и х=3. По графику найти приближенно координаты 


точек пересечения данных линий. 

135. Найти наибольшее возможное значение п, при котором 
2* > х" для всех x > 100 (п — целое). 

136. Доказать, что y= shx и у= Вх - нечетные функции, 
ay=chx - четная функция. Являются ли эти функции перио- 


дическими? 
137. Доказать справедливость следующих равенств: 


1) ch? x-sh? x =1; 2) ch? x+sh? x = ch2x; 

3) 2shxchx=sh2x; 4) sh(a+B)=shachB+shBchas 

5) ch(#+P)=chachBtshashB; 6) 1-th? x= shes 
Е 

7) 1-cth* x shiz 

138. Построить график функции: 

Dy=-logex; Зуи; 3) y=[lex|; 

4) y=log,|x|; 5) y=1+le(e+2); 6) y = logsj1~ |; 


Dy=a%e*; 8 y= log, 2. 
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: 139. Используя график функции у=\#х, построить график 
функции: 1) y=1ig(e+1); 2) y= 2lg (4), 
140. Дана функция у=х+ Шт. С помощью графического 


сложения построить график данной функции и по графику най- 
ти наименьшее значение этой функции в полуинтервале (0, 2]. 


141. Показать, что график функции у= loge{ x + vx? + 1) 


симметричен относительно начала координат. Найти обратную 
функцию. 

142. Доказать, что ордината графика функции у = log, x 
равна соответствующей ординате графика функции у = log in я, 
‘умноженной на л. 

143. Указать амплитуду и период гармоники: 

1) y = sin8x; 2) y=5cos2x; 3) y =4sinnx; 

4)y=2sin£=; 5) y= sin ЗК; 6) y= 3sin 5. 

144. Указать амплитуду, период, частоту и начальную фазу 
гармоники: 

1) y = 2sin Bx +5); 


3) y= dsin2n(o-2); 4) y = sin 28. 


145. Построить график функции: 
Лу=-зтх; 2) у=1-ятх; 3) y=1-cosx; 


2) у= сов; 


4) y =sin2x; 5) y = sind; 6) y= -2sin gs 


7) y = cos 2x; 8) y =2sin(r- 4); 


9) y= 2sin (3x +23); 10) y = }sin 2nx ~ 1,2); 
11) y=242sin(%44); 12) y= 2eos25%; 
13) y =|sinx|; 14) y =| совх |; 15) y=|tex|; 
16) y=|ctex|; 17) у =secx; 18) у = cosec x; 
cosx для -п5х<0, 
19}y=, 1 для 0<х<1, 
г для 155352. 
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146. Стороны треугольника равны } см и 2 см. Построить 
график площади треугольника как функции угла х, заключен- 


° ного между данными сторонами. Найти область определения 


этой функции и то значение аргумента x, при котором площадь 
треугольника будет наибольшей. 

147. Точка движется равномерно по окружности радиуса А 
с центром в начале координат против часовой стрелки с линей- 
ной скоростью о см/с. В начальный момент времени абсцисса 
этой точки была а. Составить уравнение гармонического коле- 
бания абсциссы точки. 

148. Точка равномерно движется по окружности ж? + у =1. 
В момент fp ее ордината была yo, в момент & ордината равня- 
лась у1. Найти зависимость ординаты точки от времени, период 
и начальную фазу колебания. 

150. С помощью графического сложения построить график 
функции: 


1) y=sinx+cosx; 2) y = sin2nx +1 Зпх; 


3) у=2 лучш; 4) y=x+sing; 


5) y=x-sinx; 6) y= -2* +с05х. 
151. Графически решить уравнение: 
1) x = 2sinx; Dx=tgx; 3) x-cosx=0; 


4) dsinx =4~-x; 5) 2`* = cosx. 
152. Найти период сложной гармоники: 
1) y = 2sin3x+3sin2x; 2) y = sint + cos 2t; 


= эп 2Ё + ап Е, 
ayy sing +4; 


4) y=sin (ont + 2)s 2sin (ant + a). B8sin dnt. 
153. Представить одной простой гармоникой: 


1) y =sinx+cosx; 2) y=sinx+2sin r+ 2). 


155*. Указать период функции и построить ее график: 


|sinx] | sine }. 


cose * [соз=] 


1) y =|sinx|+[eos x]; ву 


156. Найти область определения и выяснить вид графика 
функции: 


Dy=lgsinx; 2)y-Jigsinz; 3) y= Igo Т. 
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157. Построить график функции: 
1) y=areetgx; 2) y=2aresin=; 3) y=1+arctg2x; 


4) у= а -arceos2x; 5) y = arcsin 





158. Круговой сектор с центральным углом © свертывается 
в конус. Найти зависимость угла & при вершине конуса от угла. 
@ и построить график. 

159. Картина высотой а висит на стене наклонно, образуя со 
стеной двугранный угол ф. Нижний край картины на $ выше 
уровня глаз наблюдателя, который стоит на расстоянии { от 
стены. Найти зависимость между углом \, под которым наблю- 
датель видит картину, и углом ©. 

161. Выяснить, для какого интервала изменения х справед- 
ливо тождество: 

1) aresin x + агссозх = a 2) aresin Vx + arecosV¥x = 3 


3) arccos ¥1~x° = arcsin x; 4) arccos ¥1—x* = —arcsin x; 


5) arctg x = arcetg 4; 6) arctg x = arcetg + -% 


7) arceos ie = Qarctg x; 8) агссоз deat = ~2arctg x; 
Tex’ Lex 


9) arctg x + arctg 1 = arcte ies 


10) arctg x + arctg 1 = + arctg itz, 


162. Пользуясь тождествами задачи 161, найти область оп- 
‘ределения и построить график функции: 


Пу= arccos V1 - x? ; 2} и = arcsin V1 - x + arcsin vx; 
i-z’. 
lex?’ 
163*. Построить график функции y = aresin(sinx). Дока- 





8) у = агссоз 4) у = arctg x —arectg + 


зать, что эта функция периодична и найти ее период. 
164. Построить график функции у = arccos(cosx). 
165. Построить график функции y = aretg (tg x). 
166. Построить график функции: 
1) и=х- arctg (tg x); 2) у=х- агезт (sin x); 
3) у = xaresin(sin x); 4} у = arccos(cos x) — aresin (sin x). 


FAABAR 


ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 


$ 1. Основные определения 


Функции целочисленного аргумента 


176. Функция целочисленного аргумента принимает значе- 
ния 


и; = 0,9; ш. = 0,99; из = 0,999; ...; 





npas 


Чему равен lim и„? Каково должно быть п, для того чтобы 
пе 


абсолютная величина разности между и„ и ее пределом была не 
больше 0,0001? 
177. Функция и, принимает значения 





uy, =} uy a4; из =; ves Ly 
Найти lim u,. Каково должно быть п, для того чтобы раз- 
nee 


ность между и, и ее пределом была меньше заданного положи- 
тельного числа =? 
1-1 


178. Доказать, что и» = стремится к 1 при неограни- 


ченном возрастании л. Начиная с какого п абсолютная величи- 
на разности между и, и 1 не превосходит 1074? 


179. Функция ©, принимает значения 








д an an 
vy, oa. y, = onan. rca We iy =a 
To 2 = за Po Oe = 
Найти lim v,. Каково должно быть п, для того чтобы абео- 
A300 


лютная величина разности между и, и ee пределом не превос- 
ходила 0,001? Принимает ли и, значение своего предела? 
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180. Общий член и, последовательности и} =4, и =5, 


2” 





‚ ... имеет вид ‚ если п - нечетное число, 





‚ если п - четное число. Найти lim u,. Каково должно 
л—= 


быть п, для того чтобы разность между и, и ее пределом по 
абсолютной величине не превосходила 107*; данного положи- 
тельного числа =? 


2 
181. Доказать, что последовательность и, = и a 
in? + 





при неог- 


раниченном возрастании и стремится к пределу, равному 4; 


монотонно возрастая. Начиная с какого п величина 4-u, не 


превосходит данного положительного числа 5? 


Fiat 
n 
растании л имеет предел 1. Начиная с какого п величина 


[1-a, | не превосходит данного положительного числа &? Ка- 


182. Доказать, что u, = при неограниченном воз- 


кой характер имеет предельное изменение переменной и„? 
183. Функция и, принимает значения биномиальных коэф- 


т (т-1) т (ms~1{m~2} 
12 87 12.8 _ 








фициентов: и] = mM, Uo = 





где т - целое положительное число. Найти lim v,. 
п 


^ 
184. Доказать, что последовательность и, =1+ (- 1y не имеет 
предела при неограниченном возрастании п. 
185. Доказать, что при неограниченном возрастании п по- 
2” +(-2)" 


следовательность Uy = —; 


не имеет предела, a последова- 

2" +(-2)" 
3" 

186. Имеет ли предел последовательность: 


ри sing р 
=; 2) и, ge {n> 1)? 








тельность VU, ‘имеет предел. Чему on paper? 








1 и, =nsin 
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187. Доказать теорему: если последовательности Uy, и, . 
weep Шт» o> HD], 02, -.., Un, +. стремятся к общему пределу а, TO 
к тому же пределу стремится и последовательность #1, Vy, U2, 
12, seer Ча Uns 

188. Доказать теорему: если последовательность Uy, Uy, . 
wey ив» =: стремится к пределу а, то к тому же пределу стремит- 
ся любая ее бесконечная подпоследовательноеть (например, uy, 
из» Us, +)» 

189. Последовательность и1, из, 





Uy, ... имеет предел а #0. 





Bass 





Доказать, что lim 
neo Un 


=1. Что можно сказать об этом преде- 


ле, если а =07? (Привести примеры.) 


Функции непрерывного аргумента 


190. Дано у= х?.. Когда x > 2, то у>4. Каково должно 
быть 5, чтобы из |x -2|< $ следовало [у-4|< Е = 0,001? 


2 
191. Пусть y=. При х—>2 имеем у>3. Каково 


1 5 


должно быть 5, чтобы из |x -2 | < 6 следовало ly - < 0,1? 


192. Пусть y = aay При x33 имеем y re Каково 


должно быть 5, чтобы из |х- 3|<5 следовало |: -y| < 0,01? 


193, Доказать, что sinx стремится к единице при x > =: 


Каким условиям должен удовлетворять х в окрестности точки 


x= a чтобы имело место неравенство 1 ~sinx < 0,01? 


194. При неограниченном возрастании х функция у= 3 
421 








стремится к нулю: lim 


= 0. Каково должно быть М, что- 
nos 21 


бы из |x|> N следовало у <Е? 





2 
195. Бсли х—> +0, то y= pr +1. Каково должно быть 
x4 


№, чтобы из [=> м следовало. |y-1|<e? 
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$ 2. Бесконечные величины. 
Признаки существования предела 


Бесконечные величины 


196. Функция и, принимает значения и, =3, и›=5, 
из =7, ... и, =21+1,... Доказать, что и, - бесконечно боль- 
lad величина при п — <. Начиная с какого п величина ии ста- 
новится больше №? 


197. Доказать, что общий член и, любой арифметической 
прогрессии есть величина бесконечно большая при n>. 


{Когда она будет положительной и когда отрицательной?) Спра- 
ведливо ли это утверждение для произвольной геометрической 
прогрессии? 

198. При x«— 0 имеем у= lize — <. Каким условиям дол- 


жен удовлетворять х, чтобы имело место неравенство ly | >10*? 
199. Доказать, что функция у = Е. бесконечно велика при 
x28. Каким должен быть x, чтобы величина |у| была боль- 


ше 1000? 


200. Когда х стремится к 1, функция у= my неограни- 
х- 


ченно возрастает. Каково должно быть 5, чтобы из |х-1|<5 





следовало —" т> М =10*? 
{x-1) 





201. Функция y = бесконечно велика при х-›0. Ka- 


2—1 


ким неравенствам должен удовлетворять х, чтобы | y| было 
болыше 100? 

202. При х—> + имеем: у= Шх -> +=. Каково должно 
быть М, чтобы из x > М следовало y > М = 100? 

203. Какие из основных элементарных функций являются 
ограниченными во всей области их определения? 
2 
1+ 





204. Доказать, что функция у= ограничена на всей 


числовой оси. 





2 
205. Будет ли функция y = i. ; ограничена на всей число- 
x 


вой оси? Будет ли она ограничена в интервале (с, +00) ? 
206. Является ли функция у = lgsinx ограниченной во всей 


области ее существования? Тот же вопрос относительно функ- 
ции у =Igcosx? 

207. 1) Доказать, что функции у=хзшх и y=xcosx не 
ограничены при x —> oo (указать для каждой из них хотя бы по 
одной такой последовательности хз, для которой y, —> =). 


2) Будут ли указанные функции бесконечно большими? 

3) Построить графики этих функций. 

208. Построить графики функций /(х) = 2*9"* и f(x)= 
=2*8"* Для каждой из этих функций указать такие две по- 
следовательности x, и x, значений x, что lim f(x,)=%, а 

п 


т f(x) =0. 

209. При каких значениях а функция у = а* sinx будет не 
ограничена при x — +5 (x -> -00)? 

210. Будет ли бесконечно большой неограниченная функция: 

50) 1(х) = Теов1 при х>0; 

2) f(x) = xaretgx при x -> ©; 

3) f (x)= 2* arosin(sinx) при x — +; 

4) f(x) =(2+sinx)igx при x — to; 

5) f(x) =(l+sinx)lgx при x9 +? 


211. Функция и, принимает значения 


п+1 


ы a2 yet = 
uy = 2, Ug = fo Ug = Gr vey Un = me 


Доказать, что и„ ~ бесконечно малая величина при п — ®. 
212. Функция и„ принимает значения 


Ш =-7, w=}, wad, wah, ..., 





Доказать, что и„ ~ бесконечно малая величина при n> ®. 
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213. Доказать, что у= Е —>0 при х->0. Каким услови- 
ям должен удовлетворять х, чтобы имело место неравенство 
[у < 10-4? 

214. Показать, что при х- += функция у=\ух+ -\ 


стремится к нулю. Каким должно быть №, чтобы при x > № 
было у<Е? 


215. Доказать, что если предел функции f(x) при x >= 
равен а, то f(x) можно представить в виде суммы 
f(x) =а+ o(x), Tue 9(x) бесконечно мала при х > <>. 

Представить в виде такой суммы следующие функции: 

y= 1: 









x? . 
xe 





Признаки существования предела 


216*. Функция и„ принимает значения 
Lig toh 


i 
pe ae ee я 
31 at at are 
Доказать, что и, стремится к некоторому пределу при 
по. 
217. Функция и„ принимает значения 


=. ce rt Sareea San 
Шота» Шов, 








ad, 
vo nS ot Ba 

Доказать, что и„ стремится к некоторому пределу при 
nyo, 





tse 


218. Доказать теорему: 

Если разность между двумя функциями при одном и том же 
изменении независимой переменной бесконечно мала, причем 
одна из функций возрастает, другая убывает, то обе стремятся к 
одному и тому же пределу. 

219. Даны два числа up и 9 (vo < о}. Члены последова- 


тельностей из и и, задаются формулами 
Ug tv9 _ Uy +255 _ ша _ +2 
ОЕ Пт nee Fg ale Fg 





uy = 


РНЕ 





вообще и„ 
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Доказать на основе теоремы, приведенной в предыдущей за- 
даче, что обе последовательноети ил и и, стремятся к одному и 
тому же пределу, заключенному между Up и Vy. 

220. Дана последовательность чнеел из: 


uy = V6, Ug = 6+, 3 Uy = fO4 Uy poe 


Доказать, что эта последовательность имеет предел, и найти 
его. 


$ 3. Непрерывные функции 


221. Функция у определена следующим образом: 
у=0 прих<0; 
у=х mpuds«<1; 
у=-х? +4х-2 при1<х<3; 

у=4-х прнх>3. 

Будет ли эта функция непрерывной? 

222. Три цилиндра, радиусы оснований которых соответст- 
венно равны 3, 2 и 1 м, а высоты одинаковы и ралны 5 м, по- 
ставлены друг на друга. Выразить площадь поперечного сечения 
получившегося тела как функцию расстояния сечения от ниж- 
него основания нижнего цилиндра. Будет ли эта фуякция не- 
прерывной? Построить ее график. 


х+1, еслих 21; 
228; Пусть I(x) ‘“ be ах?, еслих>1. 


При каком выборе числа а функция f(x) будет непрерывной? 
(Построить ее график.) 





{-2sinx, если x < -п/2 
224. Пусть f{x) Asinx+B, если -п/2 <х< 1/2, 
{eos х, если x2 "/2. 


Подобрать числа A и В так, чтобы функция f(x) была непре- 


рывной; построить ее график. 





225. В каких точках терпят разрывы функции у и 


х-2 


1 
(+ 
ницу в поведении этих функций вблизи точек разрыва. 








? Построить графики обеих функций. Выяснить раз- 
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2 
226. Функция К ye aya не определена при x =1. Каким 
ро 
должно быть значение #0, чтобы доопределенная этим значе- 
нием функция стала непрерывной при x =1? 
sin x 


227. Какого рода разрывы имеют функции у= = и 


y= а при х=0? Указать характер графиков этих функций 


в окрестностях точки х = 0. 
228. Исследовать непрерывность функции, заданной так: 


Ы] 


у= при х# 0, y=0 при х=0. Построить график этой 
функции. 
229. Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функция 


1? Построить ее график. 
м oP 


230. Функция у = aretgt не определена в точке х=0. 


Можно ли так доопределить функцию f(x) в точке x = 0, чтобы 


функция стала непрерывной в этой точке? Построить график 
этой функции. 
231. Исследовать непрерывность функции, определенной так: 


1(х) = эт: при «#0, f(0)=1. 
Построить график этой функции. 
232. Построить график функции f(x) = xsinZ. Какое зна- 


чение должно иметь /(0}, чтобы функция f(x) была везде не- 
прерывной? 
у 1 a 
233. Доказать, что функция y=—— имеет в точке x о 
1427 
разрыв первого рода. Построить схематично график этой функ- 
ции в окрестности точки х = о. 
ae 
-g1-x 
234. Исследовать характер разрыва функции y = 2 в 
точке х=1. Можно ли так определить у при х=1, чтобы 
функция стала непрерывной при x = 1? 


235. Исследовать характер разрыва функции у= 


a 
Я: 
т в 


2+1 
точке х=0. 





236. Функция f (x) определена следующим образом: 


1,1 
#(®) = ен при x #0 u /(0) = 0. 

Доказать, что в интервале -2<х<2 функция f (x) прини- 
мает все без исключения значения, содержащиеся между / (-2) 
и (2), и что она все же разрывна (в какой точке?). Построить 
ee график. 


237. Исследовать непрерывность функции у= ae 
' 1+24* 


нить характер ее графика. 
238. Функция определена так: если х - рациональное число, 
то {(х) = 0; если x - иррациональное число, то /(х)=х. При 


. Выяс- 


каком значении х эта функция непрерывна? 
239. Исследовать непрерывность и построить график функции: 


пу=х-[; у; Зу= (1. 


=] 
[Функция [x] равна наибольшему целому числу, не превосхо- 
дящему х (см. задачу 59).] 

240. Используя свойства непрерывных функций, убедиться 
в том, что уравнение x°-3x=1 имеет по меньшей мере один 
корень, заключенный между 1 и 2. 

241*. Показать, что: а) многочлен нечетной степени имеет 
по меньшей мере один действительный корень; 6) многочлен 
четной степени имеет по меньшей мере два действительных 
корня, если он принимает хотя бы одно значение, противопо- 
ложное по знаку коэффициенту при его старшем члене. 

242. Показать, что уравнение x-2* =1 имеет по меньшей 
мере один положительный корень, не превосходящий 1. 

243. Показать, что уравнение x =asinx+b, где O<x<1, 
$>0, имеет no меньшей мере один положительный корень и 
притом не превосходящий b+ а. 


244*. Показать, что уравне AL ИЕ 
‚ уравнение 7+ 3S +s 


=0, me 
а; >0, а. >0, ag>0 m Ay <Ag<Ag, имеет два действитель- 
ных корня, заключенных в интервалах (д, Ay) и (Ag, Аз). 


2~2102 
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$ 4. Нахождение пределов. 
Сравнение бесконечно малых 


Функции целочисленного аргумента 


В задачах 245-267 найти пределы. 





2 
245. lim 241, 246. lim {na} 

neo п nom 2п 

on 0" =100n? +1 
247. lim 248. lim 2=100n° $1 


n—veo {nel} +{n-1)° ` п-5 10072 +151 | 


4 
249. lim — 1000033? 250, Lim (oat) 
n— eo 0,001n* -100n? +1 по (n+t)' + +(n-1)* 


Л 2 
252. lim 242-1 | 
ne 





nave (2nei\ia(n-i}e п 2 
Wa (ям) 
253. lim . 254. lim ———^. 
nyo tl neo Yn at 


255. lim dn? an? йа о 
ИРИС СИИ 

256. lim Yacs2=Ym st 257. im at 

neo (nt])-al 


{n+2)!+(n+1)! 


п-5=5 





a Зо арен 
260. lim 261. lim +. (1+2+3+...4п). 
neo neo п 





rd +2 2 п. 


262. lim (ырывнна — a), 263. lim (неа ана, 


} Peed 
264*. lim (25+ pst ek 





noe 
fin) | Apo eed 
в [45+ 35 Gaal ae 
2 
266. lim 2=1, 267. lim 2251. 
пу 2°41 noe ot yy 


> 





Функция непрерывного аргумента 
В задачах 268—304 найти пределы. 
x45 im (2-81 
268. lim => тв: 269. lim | Se +1). 


x92 х x30 ia 





271. ti "3 


xodg хх? +1° 


273. lim ох 2х 
х>-—2 


275. т a a 
rok 6x? -5xt) 



















276. lim 277. tim (2 --4,). 
ХР ххх" вы 1-48 
278. lim 
x2 





279. lim | +2 


51| х?-5х+4 


; mn 
280. lim 2=1 (ти п - целые числа). 
xo] "1 


3 к 
281. lim АЕ. 282. lim ЕВ, 
хе д? +1 хо» х2 -8x41 
283. lim 284. lim 14-85". 
xe xoveo 145х743 











285. lim ( :|. 286. lim [ 
хе xe 
287. lim 3х (2x-1)(8x? 4x42 
кз» | 2х+1 4х? | 
288, lim (x+1)'° +(x42)' +. 4х0) 
* x00 x19! 
289. lim ЗЕМ. 290. lim 
xote Yxtaxnx == 
291. lim ват. ее 202. tim 
х>+ ween 41-х X08 
293. lim do 294. lim 
x30 x30 
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2 lex info” 
295. lim ЕЕ. 296. lim 222-2. 318. lim эн") (пи т — целые положительные числа). 
2-50 4х? +16-4 х>5 #5 а->0 то)" 
im 2 im Е 319. lim Знак, 320. lim 2x=aresinx 
297. ‘tun re 298. jim а par х x30 2xtarctg x 
2 
tm iex?=1 im 5-х 321. lim 12095. 822. lim 1992. 
299. iim a 300. lim С 550 x? x99 яхтах 
ь tga im Ltsinxncosx 
im Vzcb-va-b 323. lim . 324. lim 7S he —c08e | 
301. lim “ao (a> 5). 0-0 рловва) xo 1-sinx=cosx 
302. lim Vent (пи т - целые числа). 325. lim чата, 326. lim кей. 
xo Vx-1 ] a0 ot a0 че? a-sin® o 
303%. jim УЕ 394, jin Vestavia? зат. tim (=1--2=) 928, tim 82. 
хм ‘= = 7 x30 и 293 (5) 
305. Как изменяются корни квадратного уравнения ax? + 329. lim =. 330. lim ange. 
г : 
t+bx+e=0, когда 6 и с сохраняют постоянные значения | хз YUl-sin x} ae 


(o = 0), а величина 4 стремится к нулю? 





331. lim (Е- за. 332. lim sin, 








В задачах 306-378 найти пределы. => а 
306. lim (vera -Vz). 307. lim ( +11. 338. lim (1~z)tg%. — 384. him (иены 
хо х5е 2-1 you 
i A 
308. lim (+=). 309. lim We? 41-2). 335. lim <о8 А-а. 336. lim sin(x ый 
хе х5+= ы хъЕ  0082х rot 23. -созх 
р р 
310. lim {(r+a)(e+0 -=) Е 
а (в) в +5) 337. lim ый 338, lim [ка - Е). 
xn cos$(cos? - ви xok 
: 2 2 ыы 
311. lim (ve -2х-1- ух -7=+8]. __ coe (arx)-c0e(a~2) | cobax~cosBe 
xote 339, lim SSAC 340. Tim Сб cos Be 
7 x0 * x30 х 
312. lim ( (x +1) - Y(«-1) }. B41, до 2nersd-sin(ens) 342. lim sin? asin? 
x90 te(a+x)~tg{a-x) asp о-в 
313. lim Ale + И". Заз. lim BUer2A)-2ain(ars}reing 
FOR #0 в? 
314. lim 9132. 315. lim $82, am (92%) -2 (ан) ща 
x50 х ав х 344. im я a 
a sinax A tg 2x Е >: ыт 
316. im anne 847. iim ЗБ, 345. lim ПЕ. 346. im fiesing—fesins 
> В примерах, где указано x -> =, следует отдельно расоматривать слу- 347, lim Hizsinx—voos2e 348. пи еее. 


2x 
Чаи X > +e HX -ю 7 x30 => 270 ы 
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349. lim Yivarctg вх УТ aresin de 350". lim Yn-Vareoosz 
x30 i A+aretg2x о => Fast 
ь о ; а 
351. lim (у. 352. lim (4-3). 
atl 
353. lim (144)? . . i ay" 
53 iim ( +4) 354. lim (1+ 4)”. 
am [= ap [Sxn4) 5 
355. lim (eay"". 356. lim (=. 
3 
F 
357. Ши (55) . 358. lim (24). 
хе 2-1 х-+ о \2х-1 
am [226 : 1 
859. lim (2251)", 360. lim (1+2) : 
2 
361. lim (+5) у 362. lim (ajste)". 
x too x epee LP 4x42. 
3 
363. lim (1+sinx)"*, 364. lim (1+ tg? Vz)". 
x0 x30 
365. lim ltt) 366. lim M(e+#)-me 
x0 cd x30 x 
367. lim {«[In(x + a)-In x}. 368. lim z=), 
X00 wave хе 
369. lim 2" 370. lim =. 
£90 x30 8х 
2 
371. lim 2-е. 372%. lim 8х. 
soi #1 250 x? 
373, lim ее. 374. lim SO =e 
xo sine x30 я 
375. lim еее. 376. lim {=} 
х—>0 ad х>> 
377. Шт (chx—sh x). 378. lim the. 
х- Е $ xa Е 


В задачах 319-401 найти пределы. 


ах+1)" 
379. lim а. Отдельно рассмотреть случаи, когда п 
xe 4A 


есть: 1) целое положительное число, 2) целое отрицательное 
чиело, 3) нуль. 
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380. lim хе - if). 
х>+# 

i а . . lim 9159" (2>0), 
Во ee ee 
383. lim Sz, 384. lim “8х. 

x30 Хх иг 

am 22sinz am aresinx 
385, lim eos $86. lim “a 

. sin(a+8h)-8sin(a+2h)+3sin(a+h)-sina 
387. lim 5 

h0 в 





388. lim tg? of аш x + sine +4 ~ Wein? e+ 8sinx +2 | 
rok 
2 


389. lim 9-е). 


390*. lim (cos $.cos ...cos-). 
x30 x neo 2 


2 4 


391. lim #*(1- 00s). 392. lim (cos +1 cos vz). 


хе хе 
tL & 
393*. Jim «(arte err] =). 


a +1. arcsin.x—arctg x 
394. Jim x (arctg 244 - arctg 5). 395*. jim a $ 


396. lim (1+ =] @>0. 
7 


x40 


kes 
897*. lim (cos x)** . 
£90 


398. 399. lim (ша : 


х—>0 





1 1 
400. lim (cos x +sin x)* . 401. lim (cos x t+asin вх} . 
х—0 х>0 


Сравнение бесконечно малых 


402. Бесконечно малая величина и„ принимает значения 


1 
My = 1, uy hy Ug = hy ve ty =, 





а бесконечно малая величина и; — соответственно значения 


az pe =: 
v, =1, v2 = 1 Ys =a =a 


Сравнить u, и ги; какая их них высшего порядка малости? 


403. Функция и, принимает значения 


2 
= = 3 = 8 = 1-1 
и =0, Ug = Bo Из = т» re Ш = mo 
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а функция и, — соответственно значения 





и = 2, », =8, vg = 22 


Сравнить эти бесконечно малые величины. 
404, Бесконечно малая величина и„ принимает значения 


ree | 2 ok. 
Ш =0, Ug =f, Ug =, oy by =O, os 


а бесконечно малая величина UV, — соответственно значения 


= =5 =f = 2841 
я =8, № =2, Dg = Gs =, oe 


Убедиться в TOM, что и, и ии — бесконечно малые одного поряд- 
ка, но неэквивалентные. 


405. При х-—>1 функции у= = иу=1- vx бесконечно 
малы. Которая из них высшего порядка малости? 

406. Дана функция ух. Показать, что Ду и Ах при 
Ах > 0 и при x #0 являются бесконечно малыми одного по- 
рядка. Проверить, что при х=0 величина Ду бесконечно ма- 
лая более высокого порядка, чем Ax. При каком значении x 
приращения Ах и Ду будут эквивалентными? 


407. Убедиться в том, что при х-—>1 бесконечно малые ве- 


личины 1-хи1- Yx будут одного порядка малости. Будут ли 
они эквивалентными? 


408, Пусть х -> 0. Тогда Уа+х? - Ja (a > 0) будет беско- 
нечно малой величиной. Определить порядок ее относительно х. 
409. Определить порядок относительно х функции, беско- 
нечно малой при. x > 0: 
х(х+1 10 
1) x +1000х?; 2) Ve? -Je; 3) EY, 4) ae 
lave а 
410. Доказать, что приращения функций и =аух nv = bx? 
при х>0 и при общем приращении Ах — 0 будут одного по- 
рядка малости. При каком значении х они будут эквивалент- 
ными (а и 6 отличны от нуля). 
411. Показать, что при x — 1 бесконечно малые величины 








1-хи a(t -¥e), где @# 0 u - целое положительное число, 


будут одного порядка малости. При каком значении а они будут 
эквивалентными? 
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412. Доказать, что при x > т функции secx—tgx u n-2x 


будут бесконечно малыми одного порядка. Будут ли они экви- 
залентными? 

413. Доказать, что при «— 0 бесконечно малые величины 
e* -е* и sin2x-sinx будут эквивалентными. 

414. Определить порядок относительно х функции, беско- 
нечно малой при x — 0: 


и +: 2) vivax -1- у; Зе -1; 4 в -1; 
5) in(L + Vxsinz); 6) ¥1+ x" ии; 7) е* —cosx; 
8) ra - cos x; 9) cosx-¥Ycosx; 10) sin(vi+x -1); 


11) ще +2] (e* -1} H 12) aresin{ V4 + 2° -2). 


Некоторые геометрические задачи 


415. Дан правильный треугольник со стороной а; из трех 
высот его строится новый правильный треугольник и так п раз. 
Найти предел суммы площадей всех треугольников при п — oo, 

416. В круг радиуса Е вписан квадрат, в квадрат вписан 
круг, в этот круг опять вписан квадрат и так п раз. Найти пре- 
дел суммы площадей всех кругов и предел суммы площадей все 
квадратов при п — <. 

417. В равнобедренный прямоугольный треугольник, осно- 
вание которого разбито на 2п равных частей, вписана ступенча- 
тая фигура (рис. 5). Доказать, что при неограниченно возрас- 
тающем л разность между площадью треугольника и площадью 
ступенчатой фигуры бесконечно мала. 

418. В равнобедренном прямоугольном треугольнике, катет 
которого равен а, гипотенуза разделена на л равных частей и из 
точек деления проведены прямые, параллельные катетам. При 
этом получается ломаная AKLMNOPQRTB (рис. 6). Длина этой 
ломаной при любом п равна 2а, значит и предел ее длины равен 
2а. Но, с другой стороны, при неограниченном возрастании п 
ломаная неограниченно приближается к гипотенузе треуголь- 
вика. Следовательно, длина гипотенузы равна сумме длин кате- 
тов. Найти ошибку в рассужденни. 
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419, Отрезок АВ длины а разделен п точками на равные части, и из 
этих точек проведены лучи под углами > (рис. 7). Найти предел длины 
получившейся ломаной линии при надграниченном возрастании п. 
Сравнить с результатом предыдущей задачи. 

420. Отрезок АВ длины а разделен на и равных частей. На каждом 
частичном отрезке построена дуга окружности, равная — радиан (рис. 
8). Найти предел длины получившейся линии при п -—> ®. Как изме- 
нится результат, если на каждом частичном отрезке будет строиться 
полуокружность? 

421. Окружность радиуса А разделена п точками Му, Mp, ... ... ‚ М, на 
равные части. Из каждой такой точки проведена дуга окружности ра- 
диуса г до пересечения с дугами, построенными в соседних точках (рис. 
9). Найти прелел длины, получившейся замкнутой линии при неограни- 
ченном возрастании п. 

422, Два круга с раднусами К нхл {В > =) касаются в начале коорли- 
нат оси OY и расположены правее нее (рис. 10). Какого порядка, относи- 
тельно х при х- 0 булут бесконечно малый отрезок ММ’ и беско- 
нечно малый угол ©? 

423. Центр окружности соединен отрезком прямой OP с точкой P, 
лежашей вне окружности. Из точки Р проведена касательная РТ к ок- 
ружности и из точки 7 опущен перпендикуляр TN на прямую ОР. Дока- 
зать, что отрезки АР и АМ, где А — точка пересечения прямой OP с ок- 
ружностью, — эквивалентные бесконечно малые при Р> А. 

424, В конечных и в средней точках дуги АВ окружности проведены 
касательные и точки А и В соединены хордой. Доказать, что отношение 
площадей образовавшихся при этом двух треугольников стремится к 4 
при неограниченном уменьшении дуги AB. 


НТИ 
АКИ 






КА 
№74 
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Puc. 7 Рис. 8 





Рис. 9 


Вычислительные задачи 


425. Исходя из эквивалентности при х-+0 функций /1+х-1и 


$x, вычислить приближенно: 





1) ¥105 ; 2) 912; 3) ¥260; 
4) 41632; 5) f031; 6) 0021. 


426. Показать. что при x > 0 функции {1+х-1 0 Py — эквива- 





лентные бесконечно малые. Воспользоваться этим для приближенного 
вычисления корней: 


1) 41047; 248144; эл; 44/080. 


427. Использовать эквивалентность 1 (1+х} их при x0 для 





приближенного вычисления натуральных логарифмов следующих чи- 
сел: 1,01; 1,02: 1,1; 1,2. 














ГЛАВАШ 











Производная и дифференциал. 
Дифференциальное исчисление 






























$ 1. Производная. 
Скорость изменения функции 






Некоторые задачи физики 


428. Дано уравнение прямолинейного, движения точки: 
s= 5t+6. Определить среднюю скорость движения: а) за первые 
6 секунд, 6) за промежуток времени от конца 3-Й до конца 6-й 
секунды. 

429. Точка М удаляется от неподвижной точки А так, что 
расстояние АМ растет пропорционально квадрату времени. По 
истечении 2 мин от начала движения расстояние АМ равнялось 
12 м. Найти среднюю скорость движения: а) за первые 5 мин, 
6) за промежуток времени от ¢= 4 мин до t=7 мин, в) за про- 
межуток времени от f = t, до ¢ = fo. 













430. Дано уравнение прямолинейного движения: 3 = 





Найти среднюю скорость движения за промежуток времени 
ort=4 yo t=4+ At, полагая At = 2; 1; 0,1; 0,03. 






2 
431. Свободно падающее тело движется по закону s = =, 









Tae g(=9,8 м/с?) есть ускорение силы тяжести. Найти сред- 
HIOIO окорость движения за промежуток времени от Ё=5 с до 
(t+ At) с, полагая АЁ=1 с; 0,1 ¢; 0,05 с; 0,001 с; найти ско- 
рость падающего тела в конце 5-Й секунды, в конце 10-й секун- 
ды. Получить формулу для скорости падающего тела для любо- 
го момента времени #. 

432. Имеется тонкий неоднородный стержень АВ. Длина его 
I, = 20 см. Масса отрезка АМ растет пропорционально квадрату 
расстояния точки М от точки A, причем известно, что масса 
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отрезка АМ =2 см равна 8 г. Найти: а) среднюю линейную 
плотность отрезка стержня AM =2 ем; 6} среднюю линейную 
плотность всего стержня; в} плотность стержня в точке М. 

433. В тонком неоднородном стержне АВ длиной 30 см мас- 


са (в граммах) распределена по закону т = al? + 5t ‚ rae 7 - дли- 
на части стержня, отсчитываемая от точки А. Найти: 1) сред 
нюю линейную плотность стержня; 2) линейную плотность: а) в 
точке, отстоящей от точки A на расстоянии 1 = 5 см, 6) в самой 
точке А, в) в конце стержня. 

434. Количество тепла Q (в джоулях), необходимого для на- 
гревания 1 кг воды от 0 до РС, определяется формулой 

@ = 4186,8(¢ + 0.00002? + 0,0000008¢"]. 


Вычислить теплоемкость воды для t = 30°, t = 100°, 

435*. Угловую скорость равномерного вращения определяют 
как отвошение угла поворота к соответствующему промежутку 
времени. Дать определение угловой скорости неравномерного 
вращения. 

436. Если бы процесс радиоактивного распада протекал рав- 
номерно, то под скоростью распада следовало бы понимать ко- 
личество вещества, разложившегося в единицу времени. На 
самом деле процесс протекает неравномерно. Дать определение 
скорости радиоактивного распада. 

437. Сила постоянного тока определяется как количество 
электричества, протекающее через поперечное сечение проводни- 
ка в единицу времени. Дать определение силы переменного тока. 

438. Термическим коэффициентом линейного расширения 
стержня называют приращение единицы его длины при повыше- 
нии температуры Ha 1°C, если предположить равномерность теп- 
лового расширения. На самом же деле процесс протекает нерав- 
номерно. Пусть [= F(t), где {- длина стержня, { - температура. 
Дать определение коэффициента линейного расширения. 

439. Коэффициентом растяжения пружины называют при- 
ращение единицы длины пружины под действием единичной 
силы, действующей на каждый квадратный сантиметр сечения 
пружины. При этом предполагается пропорциональность рас- 
тяжения действующему усилию (закон Гука). Дать определение 
коэффициента растяжения # в случае уклонения от закона Гу- 
ка. (Пусть { - длина пружины, 5 — площадь поперечного сече- 
ния, Р ~ растягивающая сила и [= Ф(Р).) 
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Производная функция 


440. Найти приращение функции у = х? в точке %, = 2, по- 


лагая приращение Ах независимой переменной равным: 1) 2; 
2) 1; 3) 0,5; 4) 0,1. 
Ay 


441. Найти отношение дх для функций: 


Пу= 2 —х2+1 прих=1;  Ах=0л; 
ayat при x=2; Ax =0,01; 
8) y=vxe при x=4; Ax = 0,4. 


Показать, что при Ax > 0 предел этого отношения в первом 
случае равен 4, во втором равен = в третьем равен 2. 
442. Дана функция у 


производной в точке х=3, полагая последовательно Дх рав- 
ным: а) 0,5; 6) 0,1; в) 0,01; г) 0,001. 


443. /(х) = х?; найти f’(5); # (-2); r(-3). 

444. f(x)= 2°: найти Г’ (1); (0); #°(-v3)s #7(2). 

445. f(x) = x". В какой точке f(x) = f(x)? 

446. Проверить, что для функции f(x) =x? справедливо со- 


отношение /’(а+5)= # (а) + (6). Будет ли это тождество спра- 


ведливым для функции f(x) = x°? 





2 р 
х“. Найти приближенные значения 








447, Найти производную функции y =sinx при х=0. 

448. Найти производную функции у = 1х при х=1. 

449, Найти производную функции у = 10* при x =0. 

450. Известно, что { (0) =0 и существует предел выражения 
oe) при x-> 0. Доказать, что этот предел равен f’ (0). 

451. Доказать теорему: если f(x) и g(x) при х=0 равны 
нулю | (©)= 0, Ф()= 0] и имеют производные при x = 0, при- 


чем 9’ (0) #0, то tim, 2 20. 
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452. Доказать, что если f (x) имеет производную при X= a, 


lim 27-9 (а) af’(a). 
х>а ze 

453. Доказать, что производная четной функции есть He- 
четная функция, а производная нечетной функции - четная 
функция. 


Геометрический смысл производной 


454. Найти угловой коэффициент касательной, проведенной 
к параболе у = х?: 1) в начале координат; 2) в точке (3; 9); Зв 
точке (- 2; 4); 4) в точках пересечения ее с прямой у = 3х-2. 

455. В каких точках угловой коэффициент касательной к 
кубической параболе у = х° равен 3? 

456. В какой точке касательная к параболе y = x?: 1) па- 
раллелъна оси Ox, 2) образует с осью Ох угол 45°? 

457. Может ли касательная к кубической параболе у = x* 
составлять с осью Ох тупой угол? 

458. Под какими углами пересекаются парабола у=х' 
прямая Зх-у-2=0? 


Зи 


459. Под какими углами пересекаются параболы у = и 





=x? 
460. Под каким углом пересекается гипербола y = 4 с па- 


раболой у = vx ? 
461. Написать уравнения касательной и нормали, прове- 
денных к кривой у= x® в точке с абсциссой 2. Найти подкаса- 


тельную и поднормаль. 
462. При каком значении независимой переменной каса- 


и y= x параллельны? 


тельные к кривым у=х' 
463. В какой точке касательная к параболе у = x: 1) па- 


раллельна прямой у=4х-5; 2) перпендикулярна к прямой 


2х-6у+5=0; 3) образует с прямой 3х -у+1=0 угол 45°? 
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464. Доказать, что подкасательная, соответствующая любой 
точке параболы у=ах”, равна половине абсциссы точки каса- 


ния. Используя это обстоятельство, дать способ построения ка- 
сательной к параболе в данной ее точке. 

465. Доказать, что нормаль к параболе в любой ее точке 
служит биссектрисой угла, составленного фокальным радиусом 
точки и прямой, параллельной оси параболы и проходящей 
через данную точку. 





$ 2. Дифференцирование функций 


Степенные функции 


В задачах этого раздела x, у, 2, t, и, и, $ — независимые пере- 
менные; а, b, с, а, т, п, р, 4 - постоянные. 


466. Продифференцировать функцию: 
1327-5541; 2)“ Та’ +252? —0,8x+ 0,1; 


Bax? +bx+0; 4) +; 5) 2 -1+8; 





3 ‚2 2 

6) 0,84; tty a ани; 
ля _ pve тг? +п2+4р -& 5,2 25. 
; ; #352455; 
94 ing Yee) peg 1004 ot ee 


11) («= 0,5)" 3 12) v(x? -Мх+ 1}; 13) (e + IP e- 1); 





2 ax® +by +c пил 
14) 05-S(a-x)'s 15) arabes; 16) ( ) . 


467. f(x)=3x-2Vvx; найти f(1); (1); (4); Г(а); 


)- 
flat): r (et). 


468. /() - “281; найти /(-1); ^(-1); 1°(2)s #2): 


a 


469. f(z) = adisetle-t, найти (2). 


470. f(x)=4-5x+ 2x5 -x°_ Показать, что f’ (а) =f’ (-a). 
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В задачах 471-489 продифференцировать указанные функции. 
471. 1) y=(x* 8+3) [2 +251}; 


2) y=(x?-8x42}(e¢ +x? -2}; a) y=(ve+i(4-1); 
(+- №) (+ 

5S) y= (Wa +22)(1+ +, 
( 


fo =a) 
( 








= M41 = 
472. у =. 473. у эт 
414. зы. 475, ие. 
—1 o* $041 
= axth = 74h 2 = 
476, у = 2226, 477. spr @-=). 
5 3 
= уе. =. 
478. и. 479. y= EAS, 480. y= 2. 
= 25 = 
481. 482. у ie. 483. z= =). 





oy! 
485. y = ет. 


ve (i-#*)fi-2x4 


480. = Ea 


490. f (x)= (x? +2+1)(e*-x-+1} найти 7°(0) и Г). 
491. F(x) = (x-1)(x-2)(x- 8); найти F’(0), F’() и 22). 
492. F(x) = дв + has найти 20) и Р(-1). 


487. 





493. s(t = Шаг, найти 3'(0) и 3'(2}. 
5-5 


494. у(х) = Q +x (5 - +); найти y’(1) и у\а). 
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495. р(Ф) = тя ; найти р’(2} и р’(0). 
496. oz) i ae найти $). 


497. z(t) -( в +15 найти z‘(0). 


В задачах 498-513 продифференцировать данные функции. 


498. 1) (x - a)(x-0)(x-c)(x-4); 2) 2+1} 3) 2)” 
4) (1+2x)"5 5) 1-7)"; 6) (52° + 27 -4}; т (2); 
8 (2-46; ФИ - 5+8); 1m у- 


5 
11) y= (= ) $ 12) y= (2x° + 8x? +6х+1)'. 























+x 
2 
aoa. v=") 509, 5-2. sot. y= ANE 
3+8 ы (1-2) Ol. у 1+2х ° 
_ bie С 3 3) 
502. y= ERE. 508. у=\-д?, 504. [1-2] : 
505. и = (12). 506. y=—2—., 
то (2-2n)" 
Set Ed 
507. y= Tobe. 508, y= aL. 
509. ype. 510. уе. 
си Yo hee 
S1L, y= 512. u = 1. 
ca +a vu a? +0? 
iss | 5 
513. y= Vent leap 


514. u(v) = (> ++ 2); найти u’(1). 
515. y(x)= f=: найти (2). 


516. y(x)= fs: найти y/(0). 





Тригонометрические функции 


В задачах 517-546 продифференцировать данные функции. 





517. y =sinx+cosx. 518. y= 


1- re 
519. y=, 520. p= gsing +cosg. 
521. 2= За a. 522. з= 51. 
523. y= Soto: 524. y= iene, 
525. у = cos’ x. 526. y= а х. 
527. у = 03% - 1088 x. 528. у = Ззт? x-sin® x. 


529. уз х- ших. 530. у = хзес? х-шх. 


531. у = ес? x+cosec?x. 532. y= sin3x. 


583. y = асовх. 534. у = 8sin(3x + 5). 
535. y = tg gh. 536. y = y1+2tgx. 
587. y=sint. 538. y = мл (тд). 
539. y = cos* 4х. 540. у= tes . 

541. y= вт +2. 542. y=ctg 1+”. 
548. у = (1+ sin? =}. 544. y= yl te(e +4). 
545. y = cos” ый. 546. y = 310? (сов 3x). 


547. Вывести формулы 
{sin” x OS nz) =nsin” | xcos (n + 1)х; 
sin” x sin па) = asin") xsin {n + ix; 


[= xsin п) = 1605"! х сов (п +1) х; 


{cos* 2 cos nx} = -neos™ | xsin(n +1)x5 
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Обратные тригонометрические функции . y= Insinx. 588, у = log,(x? -1). 

В задачах 548-572 продифференцировать данные функции. у=Шых. 590. у = Inarecos 2x. 

548. y = xaresinx. 549, у = моля. .y=In‘sinx. ! 592. y =arctg [п (ах +5)]. 
550. у = (aresin xy . 551. y = xarcsinx + М2. ву (1+ Insin x)". 594. y= logs (юз (ово <). 
552. у= — - 553. у = xsinxarctg x. ‚УЕШ arctgV1+2°. 596. y= aresin®|In (a° + =). 


554. y = ах. 555. y = vx arctg x. у = ¥lnsin rae 


556. y = (arccos x + arcsin x) : 








Показательные функции 









































557. у = агсзесх. 558. 
В задачах 598-633 продифференцировать данные функции. 
2 tae = 10" wee 
559. 560. y = 4. 598. y = 2*. 599. y = 10". 600. y= 4 
561. y= aresin (x -1). 562. у = arccos 2s 7 601. y= =. 602. у=х. 10”. 603. у = хе”. 
3 
563. у = arctg x’. 564. y = arcsin2. 604. у 605. у = 42", 606. уз e* созх. 
x е 
= = 2 = = 
565. у = arcsin (sinx), 566. у = arctg? +. 607. i 608. y = 225%. 609. у ye 


567. y = yi -(arecos x)” . 568. у = arcsin, barat 610. y=x°-38*. 611. y= yl+e*. 


i= aly? — x = Lee 
569. y = 4 Varesin Vx? +2х. 570. у = arcsin S2Ssins 612. у (= ax+ale у 613. у 1-е ° 


1-cosasinx ° 











= 1-10" =< Eee i 
571. у = arceos Ема. 572. y= атом (х ИЕ } 614. y = IK. 615. ут. 616. y = хе" (совх+ sin x). 
617. у=е*. 618. y=10%, 619. уве". 
Логарифмические функции 620. у- sin(2*). 621. y = 3%", 622. y= ae, 
В задачах т АЕ данные функции, 623. y = es" = 624, ie 28". 625. у= ovine 3 
573. y = x“ logs x. 574. y=In* x. 575. y=xlgx. нана i 
=s} e+ B.x—' a i~sin” 8x 
576. y=Vine. 577. y= Е. — 518. у=хыпхшя. 626. у = че } 827g = 10 | 
2 ; - 
Pee Sy = Ing _ 21=шх 2 inf ох? +bx+0 
579.y =. 580. y= Bz. 581. y = 2-х. 628. у-е ( }. 629. у- InsinYarctge™ . 
= nz a3 = 2 ae 
582. y = аа. 583. у=х" шх. 584. у= 1+ Ш” x. 630. y = ac?” | 631. уе 7. 


585. у == In(1- 22). 586. y= In(x? - 42}. : 632. y= де" sin(or+a). 638. y=a"x°. 
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Гиперболические функции 


В задачах 634-649 продифференцировать данные функции. 
634. y = sh? x. 635. y=Inchx. 636. у = arctg(thx). 





637. y= th(t- 2"). 638. mee 
639. уз с (58 =). 640. y= усьх. 641. у = ett, 
642. y = th(in x). 643. y = xshx—chx. 
3 

644. y= (1+ tn? x) 2 645, ух - 8х. 

= 4fieth 
646. у = Wane 

od: v2) 14¥2 the 
647, y= dthe+ Bin dete 
648. у ate ch2x+Vxsh2x. 649. y = x°e** сверх. 


Логарифмическое дифференцирование 


В задачах 650-666 продифференцировать данные функции, 
используя правило логарифмического дифференцирования. 


650. y=x". 651. yx". 652. y=(sinx)™*. 
х 2 
653. у= (шх) . 654. y= (x + 1) . 
я Рух 
655. у= x3e* sin 2x. 656. y= re 657. y= хх 
РЕ 
ви 
658, у. 659. y= yxsinxv1-e* . 
Yea)? 
73 1 
660. у = jiraesine | 661. y=x". 





662. y= xt", 663. y = Gy. 





664. 





























675. 


677. 


Разные 


y = 1+ 2px. 

y = lg(x - cos x). 
= z Zz 

y=Stge+ted. 


y=sin ры 2х. 



















685. 






















679. 


681. 


683. 


687. 


689. 
691. 


693. 


695. 


697. 
699. 


701. 
703. 





= sin? ош = 
у = мп 3 ces: 


ити . 
y= ae oe 


y= 2 g arctg х+ 4 aretg 


у = arcsin Vsin x. 


f 2 : 
y=x-V1l-x* arcsinx. 


yayxtyxt vx. 
y= sin®(I-lnz). 
y = arctg 4==. 


у = xaresin (In x). 












функции 


В задачах 667-770 продифференцировать данные функции. 
3 

667. y=(t+¥z) : 

669. 


671. 
673. 


668. y=a (Е + ь). 

670. у= aretg (x? ~8x+ 2). 
672. y = 3503? x - cos’ x. 
674. y = 








676. у = sine™** 
678. у= г шх. 
680. y = aretg 241. 
2sin® x 
682. y = изя 


684. y = МОЕ, 


= 
эн 
a al = 

eo 


686. y = 





688. y = neler 


690. у = cos2x ln x. 


692. у = aresin (nsin x). 


694. y= уе 3х - суше 3x. 





696. y = cos arosin x . 


698. у = arceosy1- 3x. 


700. y = loga(x” — эт =). 
702. y = ша", 
х 


704. у= 1-е, 
lie* 
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2 
705. y=cosxyl+sin? x. 706. y=0,4 al -sin 0,8) 2 

















=x-10" =: 

707. у=х.10“*. 708. у = =. 
= 1 
709. y =in arctg 5 1-. 710. у=ш ae 
711. у= + +8. 712, уз? 1+. 
713. y = —L~. 714, y = х aretg x°. 
ы Vivsin? x 
715. y = Шах 716. у = arcsinx+V1- x". 
Incosx ^ 

= Aresin4x 
717, у = монах, 718. 
719. у 720. 
721. y = sin? хат. 722. 
723. y= x,j4i-x. 724. у=1ш -taretgx. 

Lex? 
725. yooh, 726. y= а -=) (2-5) - (a - d)arctg 
fizz 
727, y = —Sindz _, 728. у-е . 
28? x cos. 
729. ee -x — aarecos *. 
2 
730. y = +t-n{2 fix). 731. y= sme got. 
732. safer =*)- a 
[2 

733. у = e**(asin x - cos x). 734. у = xe! 8*, 

=. 6. y = e*(sin3x - 300385). 
735. у meee 786. у = e*(sin 3x 03 3x) 


737. у = 3x° arcsin x + (= + 21 -=?. 


738. В 





740. у=ш (e* cosx+e* sin 4}. 





739.y = 2aresin 222 — /2+4х-х?. 








= itxaretg x = 1 
741. у ex? . 742. у c08{x—cos x) iss 
743. у = e* sinxcos? x. +744. у= +6». 
745. y = - ш(2е* +1+ Ve + 4е* +1 
146. y = EME) ат, у о , 
746. у=е 741. у ae? 
748. y= Intg $ - etg xIn (2 +sinx)~x. 




















749. y = 2In( 2x ~ 31-42") - Garesin2e. 
750. y = aad +InV1+ x? +arctg x. 
751. y=3@- x)V1-2x- x? + 2aresin <2. 
752. y=tn{xsinedt = 2? }: 153, y = xV1+x? sinx. 
vr+3(3-x)* a) 
754, x = 222A) + 755. уе t+xe "|. 
(x+1) 
2- Aimer 
. 156. y= tee Ea 

y= fe 

757. y = Вох, Зах 4 Syn NE 
4eostx Вох 8 1-Е” 

758, y = te sretax 759, ое cone 

Г Шх ” т Cerceosx® 
760. y = aye? +?) Зак fy? +a + aat (у +a? 
761. у = x(aresin x)” — 2" +21 - x аговт х. 
762. y =1 tg oe Е 1 {em la 

у = Incosarctg 763. las arctg| e’ J. 
764, y = 2in—2tL— + Larctg 22-1, 

a ae FS a 

Viex-Vi-x 

765. y = In Уре * 29794 te 
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766. у = (2х). 767. y= 


Pd 


a хак 1 2х1 te 2 
768. и= Ш а + (вто i + aretg We 


on 
a dies 
769, у = arccos oe 





eg Ly (29° +38 


4x-1 
1482° № ука? 6 ‘ 





170. у=- arctg 


771. Доказать, что функция y = Ing удовлетворяет соот- 


ношению ху’+1=е’. 
772, Доказать, что функция 


уху +1 ¢Inyxe vx? +1 


удовлетворяет соотношению 2y = xy’ + пу’. 
s 


773. Доказать, что функция y = 2 удовлетворяет соот- 
vies? 
ношению (1 - ху’ -ху=1. 
774*. Вычислить суммы 
a) 1+2 + Зах? +. пх” ts 
6) 2+2.3х+8. 45? +... кт (п - 1)". 


Обратные функции 


775. Допустим, что правило дифференцирования степенибй 
функции установлено только для целого положительного пока- 
зателя. Вывести формулу дифференцирования корня, используя 
правило дифференцирования обратной функции. 


р 4 
776. х =e"; найти выражение для Z¢ через у; через х. 


777. 1=2-33+8%; выразить a через 3. 


ely. dudes 
778. и= qin {ogi проверить соотношение ‘и 1. 


779. Зная, что функции aresin Vx и sin?.x - взаимно 06- 


ратные функции и что Gin 2x) =sin2x, найти feresin ve }. 


780. Обозначим функцию, обратную стененно-показательной 
функции у = х*, символом a(x), т. е. положим, что из y = x* 
следует х= ay). Найти формулу для производной от функции 
у=а(х). 

781. Функции, обратные гиперболическим, обозначаются 
символами Arshx, Archx, Arthx Найти производные этих 
фувкций. 

782. s=te'; найти 4. 

de 
4 

783. y= ты . Выразить a через x; через у. Показать 

+х 


ay ах - 
справедливость соотношения ах dy =]. 


wi gh: teen SH 
784. x=y° -4у+1. Найти ae’ 


785. ¢ = arcsin2°. Найти выражение для 4 через 5; через ft. 
а 
786. Проверить справедливость соотношения ae =1, ec- 


ли X и у связаны зависимостью: 
1) у= х? +ах+5; 2) у=хи; 8) y= In(x? -1). 


Функции, заданные неявно 


787. Убедиться дифференцированием в том, что производ- 
ные от обеих частей равенства sin” x = 1- 05? x тождественно 
равны между собой. 

788. Убедиться дифференцированием в том, что производ- 
ные от обеих частей равенства 

252 х-1 , ©08х(251х+1) 
вх "ах = 
тождественно равны друг другу. 

789. Чему равен угловой коэффициент касательной, прове- 


2 yt 
денной к onmuncy te + a =1 вточке (1, 42)? 


790. Чему равен угловой коэффициент касательной к гипер- 
боле ху=а (a = 0}, проведенной в точке (a ,1)? 


=tgx. 


791. Чему равен угловой коэффициент касательной к ок- 
2 
ружности (x - 1) +(и+3): =17, проведенной в точке (2, 1)? 
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В задачах 792-812 найти производные функций у, заданных 


неявно. 


В 
792. + =1. 793. x? +y? =а?. 


194. x° +y° -Залу =0. 795. у? cosx = а? sin3x. 

796. уз -Зу+2ах=0. 797. у? -2xy +0? =0. 

798. хуй = х?у?, 799. хз + ах?у + boxy? +3 =0. 
800. зт (ху) + соз (ху) = 48 (&+у). — 801. 2° + 24 =2%°'1. 
802. 2yIny=x. 803. х-у = aresinx - агсяйт у. 

804. х’=у". 805. y = cos(x + у). 


3 3 


807. xity =a’, 


809. xsiny - cosy + cos 2y = 0. 


806. соз (ху) = x. 
808. y=1+xe". 


810. ted 811. ysinx - с08(х -y) = 0. 


812. y =x + arctg у. 
813. Убедиться в TOM, что функция у, определенная уравне- 
нием ху-шу =1, удовлетворяет также соотношению 


4 
Уч =0. 
Применения производной 


814. На параболе y=x? взяты две точки с абециссами 
х =1, x) =3. Через эти точки проведена секущая. В какой 
точке параболы касательная к ней будет параллельна проведен- 
ной секущей? 

815. Через фокус параболы проведена хорда, перпендику- 
лярная к оси параболы. Через точки пересечения этой хорды 
с параболой проведены касательные. Доказать, что эти каса- 
тельные пересекаются под прямым углом. 


816. Составить уравнение касательной и нормали к гипербо- 
леу= 1 в точке с абсциесой х = -1. Найти подкасательную И 
х 
поднормаль. 
a 4 
817. Показать, что отрезок касательной к гиперболе y => 


заключенный между осями координат, делится в точке касания 
пополам. 


818. Показать, что для гиперболы ху=а площадь тре- 


угольника, образованного любой касательной и координатными 
осями, равна квадрату полуоси гиперболы. 
819. Точка движется по прямой так, что ее расстояние $ от 


начального пункта через # с равно s = i — 40° +1627, 
а) В какие моменты точка была в начальном пункте? 


6) В какие моменты ее скорость равна нулю? 
820. Тело массой 3 кг движется прямолинейно по закону 


8=1+2+ #; $ выражено в сантиметрах, # — в секундах. Опре- 


3 
3 ) тела через 5 с после нача- 


делить кинетическую энергию ( 


ла движения. 

821. Угол © поворота шкива в зависимости от времени # задан 
функцией © = #2 +3:-5. Найти угловую скорость при & = 5 с. 

822. Колесо вращается так, что угол поворота пропорцио- 
нален квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом 
за 8 с. Найти угловую скорость ©) через 32 с после начала дви- 
жения. 

823. Угол 0, на который поворачивается колесо через Ёс 
равен 9 = at? -5+с, где a, b, с - положительные постоянные. 
Найти угловую скорость ® движения колеса. В какой момент 


времени угловая скорость будет равна нулю? 
824. Количество электричества, протекшее через проводник, 


начиная с момента времени # = 0, дается формулой 


Q= 2? +3Е+1 (Кл). 

Найти силу тока в конце пятой секунды. 

825. На линии y = 5х2} найти точки, в которых Kaca- 
тельные параллельны оси абсцисс. 

826. Показать, что линия у= x°+5x-12 во всех своих 
точках наклонена к оси Ох под острым углом, 

827. В каких точках линии у=х*+х-2 касательная к ней 
параллельна прямой у = 4х-1. 

828. Составить уравнения касательных к линии ye х-1 


B точках ве пересечения с осью абсцисс. 








Leyte eet 


— 
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829. Составить уравнение касательной к линии УЕ + 


+3х? -5, перпендикулярной к прямой 2х - 6y + 1=0. 

В задачах 830-833 составить уравнения касательной и нор- 
мали к данным линиям. 

830. y = sinx в точке М (хо, Yo): 


831. y =Inx в точке М(хь, Yo): 


882. y= 25 в точке с абециссой x = 2a. 





833. у? aoe в точке М (хо, Yo): 


2a-x 
834. Показать, что подкасательная к параболе п-го порядка 
y=x" равна 1 части абсциссы точки касания. Дать способ 





построения касательной к линии У 
835. Найти подкасательные и поднормали к линии у= x3; 


у? =x* ху? =1. Дать способы построения касательных к этим 


линиям. 
Pas Составить уравнение касательной и нормали к параболе 


= day, в ее точке (xo, и}; показать, что касательная в точке 


с абециссой ху = 2am имеет уравнение x = — +ат. 


837. Хорда параболы у=х’- 2х+5 соединяет точки с абс- 
циссами х,=1, х›=3. Составить уравнение касательной. 


к параболе, параллельной хорде. 








838. Составить уравнение нормали к линии у= 2:36 
. х 
в точке с абециссой x = 3. 
х+2 в 


839. Составить уравнение нормали к линии у 
точке ее пересечения с биссектрисой первого координатного У 

840. Составить уравнение нормали K параболе y= x 
-6x +6, перпендикулярной к прямой, соединяющей начало 
координат с вершиной параболы. 

841. Показать, что нормали к линии y= x -х +1, прове- 
5, пере- 


денные в точках с абсциссами x, =0, х› = ри ж-ь, 


секаются в одной точке. 
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842. В точках пересечения прямой х-у+1=0 и параболы 


2 
у=х —4х+5 проведены нормали к параболе. Найти площадь 
треугольника, образованного нормалями и хордой, стягивающей 
указанные точки пересечения. 

843. Показать, что касательные, проведенные к гиперболе 





4 
y = 4} в точках ee пересечения с осями координат, парал- 


лельны между собой. 


844. Провести касательную к гиперболе y = 2+9. 


х+5 








так, чтобы 


она прошла через начало координат. 
1 





845. На линии у = найти точку, в которой касательная 





1+х 
параллельна оси абсцисс. 


846. Найти уравнение касательной к линии w(ety)= 


=a°(x- y) в начале координат. 





2 
847. Доказать, что касательные к линии у= dibs, ‚ прове- 
З+х 


денные в точках, для которых у=1, пересекаются в начале 
координат. 

848. Провести нормаль к линии у=хШх параллельно пря- 
мой 2x -2у+3=0. 

849. Найти расстояние от начала координат до нормали 


= е2 
к линии y = e?* +x", проведенной в точке x = 0. 


850. Построить график функции y = sin (2x -£) и найти 


точку пересечения касательных к графику, проведенных в точ- 


ках с абециссой x, = 0 u X2 = 


5m 
12° 
851. Показать, что у линии y = ae™ (аи b - постоянные) 
подкасательная во всех точках имеет постоянную длину. 
852. Показать, что поднормаль линии y= xin (cx) (с - про- 
oes константа) в любой точке данной линии есть четвер- 
ропорциональная к абециссе, ординате и сумме абсциссы и 
ординаты этой точки. 
853. Показать, что 


= ay 
х-4х? пересекается с осью ординат в точке, одинаково 


любая касательная к линии 


Удаленной от точки касания и от начала координат, 
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854. Показать, что касатель- 


2 2 

ная к эллипсу 4+ г =1 в точке 
2 

M (xo, Yo) имеет ‘уравнение 

2х0, М _ 

Tea 





5 
855. Показать, 


2 2 
ная к гиперболе +> - = =1 в точ- 
а: 


что касатель- 





20 1. 
а? 52 


856. Доказать, что нормаль к эллипсу в любой его точке де- 
лит пополам угол между фокальными радиусами (рис. 11) этой 
точки. Вывести отсюда способ построения касательной и норма- 
ли к эллипсу. 

857. Составить 
У -# =1, перпендикулярных к прямой 2х+4у-3=0. 

858. Через начало координат проведена прямая, параллель- 
ная касательной к кривой в произвольной ее точке М. Найти 
геометрическое место точек Р пересечения этой прямой с пря- 
мой, параллельной оси ординат и проходящей через точку М. 


уравнения касательных к гиперболе 


2 
Найти такие геометрические места для а) параболы у“ = 2px, 


6) логарифмики y = log, x, в) окружности xy y =a’, г) трак- 


трисы у = Va? - x? 


В задачах 859-864 найти углы, под которыми пересекаются 
данные линии. 


859.1) y= 





2 
aye ев. 





х+1 
х+2 
2) у= (2-2) иу=4х-х? +4. 
860. 1) х?+у? =8 uy? =2х. 

2 xt+y—4ee.u ху? +2у=9. 


аа = 
861. х-у=биь+ 





ке М(х, Yo) имеет уравнение. 
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864. у=зтх u y=cosx (0<xsn). 


865. Составить уравнение касательной и нормали к линии 


т п 
x! By = 
(3) +() 2 
в точке с абсциссой, равной а. 
866. Доказать, что сумма отрезков на осях координат, обра- 
зуемых касательной к кривой 
1 1 
x? $y? 


=a, 
для всех ее точек равна.а. 
867. Показать, что отрезок касательной к астроиде 
Ану = а, 
заключенный между осями координат, имеет постоянную дли- 
ну, равную а. 
868. Доказать, что отрезок касательной к трактрисе 
я Пот 
у аш =. ~ а? -х?, 
аа 
заключенный между осью ординат и точкой касания, имеет 
постоянную длину. 


869. Показать, что для любой точки M (xq, Yo) равнобочной 
типерболы 





отрезок нормали от точки М до точки пересечения с осью абс- 
цисс равен полярному радиусу точки М. 
870. Показать, что отрезок, отсекаемый на оси абсцисс каса- 
тельной в произвольной точке кривой 
= + =1, 
пропорционален кубу абсциссы точки касания. 
871. Доказать, что ордината любой точки линии 
2х2? - xt = 
{с - постоянная) есть средняя пропорциональная между абецие- 


cof и разностью абсциссы и поднормали, проведенной к линии 
в той же точке. 


3—2102 
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2 
872. Доказать, что у эллипсов + 1, у которых ось 
а 


2а - общая, а оси 25 различны (рис. 12), касательные, прове- 
денные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются в 
одной точке, лежащей на оси абсцисс. Воспользовавшись этим 
указать простой прием построения касательной к эллилсу. 


873. Показать, что линия у= e™ sinmx, касается каждой 
из линий у=е*, у=-е"" во всех общих с ними точках. 
874. Для построения касательной к цепной линии у = ach> 


употребляется следующий способ: на ординате MN точки М, 
как на диаметре, строится полуокружность (рис. 13) и отклады- 
вается хорда NP =a; прямая МР будет искомой касательной. 


Доказать это. 





§ 3. Дифференциал. 
Дифференцируемость функции 


Дифференциал 


877. Найти приращение функции у = х?, соответствующее 
приращению Ах независимой переменной. Вычислить Ay, если 
х=Ти Ax=0,1; 0,01. Какова будет погрешность (абсолютная 
и относительная) значения Ay, если ограничиться членом, CO- 


держащим Ах в первой степени? 
























878. Найти приращение Av объема у шара при изменении 
радиуса Е =2 на AR. Вычислить Av, если АВ = 9,5; 0,1; 
0,01. Какова будет погрешность значения Av, если ограничить“ 
ся членом, содержащим AR в первой степени? 

879. Дана функция y = x3 42x. Найти значения прираще- 
ния и его линейной главной части, соответствующие изменению 
xor x=2 дох=2Л. 

880. Какое приращение получает функция у= Bx? -х при 


переходе независимой переменной от значения х=1 к значе- 
нию x=1,02. Каково значение соответствующей линейной 


главной части? Найти отношение второй величины к первой. 

884. Дана функция y = # (x). В некоторой точке х дано при- 
ращение Ах = 0,2; соответствующая главная часть приращения 
функции оказалась равной 0,8. Найти производную в точке x. 

882. Дана функция f (x)= x, Известно, что в некоторой 
точке приращению независимой переменной Ax = 0,2 соответ- 
ствует главная часть приращения функции df (x)= -0,8. Найти 
начальное значение независимой переменной. 

883. Найти приращение и дифференциал функции у = 
при х=10 и Ax=0,1. Вычислить абсолютную и относитель- 


ную погрешности, которые получаются при замене приращения 
дифференциалом. Сделать чертеж. 


884. Найти приращение и дифференциал функции у= ve 
при x=4 и Дх= 0,41. Вычислить абсолютную и относитель- 
ную погрешности. Сделать чертеж. 


2 





-х 


3 
885. y=x°-~x. При х=2 вычислить Ду и ау, давая Ах 
значения 4х=1; Ax=0,1; Ax = 0,01. Найти соответствующие 
[лу-ау] 
ТАУ ^ 
é 886. Найти графически (сделав чертеж на миллиметровой 
те в большом масштабе) приращение, дифференциал и вы- 
лить абсолютную и относительную погрешности при замене 
ay 
ees дифференциалом для функции y= 2% при x=2 и 
х = 0,4. 


a 


значения относительной погрешности 8 = 

















se 


не 
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887. Сторона квадрата равна 8 см. Насколько увеличится его 
площадь, если каждую сторону увеличить на: а) 1 см; 6) 0,5 em; 
в) 0,1 см. Найти главную линейную часть приращения площади 
этого квадрата и оценить относительную погрешность {в про- 
центах) при замене приращения его главной частью. 

888. Известно, что при увеличении сторон данного квадрата 
на 0,3 см линейная главная часть приращения площади состав- 
ляет 2,4 см?. Найти линейную главную часть приращения 
площади, соответствующую приращению каждой стороны на: 
a) 0,6 см; 6) 0,75 см; в) 1,2 om. 

889. Найти pean функции: 

T=. ay nee 1. 

1) 0,25Vx; 2 & 4) №; 5) 5:9 р: 


0: У : ) ов a at 





ab ; 


) af 19% ay 10) aes 11) (x? +4x +1)(x? - vz); 








3 2 
12) Sb; 18) ys 14) neat $ 15) tg? x; 16) 5, 
17) 2° ; 18) ane =}; 19) sat; 


20) Jarcsin x + (arctg xy ; 


21) Saresin x -4arctg x + Jarecos x ~ faretg х; 


Ls 
22) 3 2 +3x°-4yz. Е 
890. Вычислить значение дифференциала функции: 
1) у=—_ при изменении независимой переменой от x = $ 
{tgx+1) 
до x= On; ay = cos’ ф при изменении ф от 60° до 60°30"; 


3) y=sin29 при изменении ф от $ до Sik; 4) y=sin3o при 


изменении OT ты до gE; 5) у= sin$ при изменении @ от $ 


Sin 
360 ^ 
891. Найти приближенное значение приращения функций 


y=sinx при изменении х от 30° до 30°. Чему равев 


sin 30°1’ ? 
892. Найти приближенное значение приращения функций 
y=tgx при изменении х от 45° до 45°10’. 


до 
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893. Найти приближенное значение приращения функции 
у= Е при изменении х от 5 до и. 


894. р = #\/с053ф; найти ар. 


Ae 
895. у=3* +b o®. Вычислить dy при x =1 и dx = 0,2. 


896. Вычислить приближенно sin60°3’, sin60°18’. Сопоста- 


вить полученные результаты с табличными значениями. 


1+шх 
х-хтх 





897. Проверить, что функция у= удовлетворяет со- 


отношению 2х?ду = (x*y? + 1}ax. 

898. Проверить, что функция у, определенная уравнением 
arctg 4 =In 4? + y, удовлетворяет соотношению х(ау - dx) = 
=y (dy + dx) 

899. f(x)= еб1=@-*). Подсчитать приближенно # (1,05). 

900. Вычислить агсё 1,02; arctg 0,97 





901. Вычислить приближенно 





902. Вычислить приближенно arcsin 0,4983. 


903. Если длина тяжелой нити (провода, цепи) (рис. 14) 
равна 23, полупролет [, а стрелка провеса f, то имеет место при- 


и 2 
ближенное равенство $ = iu +32), 
т 


а) Подсчитать, какое изменение произойдет в длине нити 
при изменении ее стрелки провеса f на величину af. 

6) Если учесть изменение длины провода ds (например, от 
изменения температуры или нагрузки), то как изменится при 
этом стрелка провеса? 

a 904. Сравнить погрешности при HaxoKZeHMA угла по его 
‘ангенсу и по его синусу с помощью логарифмических таблиц, 
т.е. сопоставить точность 1 1 
нахождения угла х по форму- 
лам Igsinx =y u Igtgx =z, 
Seal у и 2 даны с одинаковы- 


ми погрешностями. ad 


Рис. 14 








| 
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905. При технических расчетах часто сокращают л и Je 


(g - ускорение силы тяжести}, когда одно из этих чисел стоит в 
числителе, а другое в знаменателе. Какую относительную по- 
грешность делают при этом? 

906. Выразить дифференциал сложной функции через неза- 
висимую переменную и ее дифференциал: 


1) у=\х?+5х, х=8+2+1; 


2 























$ 3) 2 = aretgv, vet, 


2) 5= 60872, z= 
) 4 tgs 










oe 
4)v=3*, x=lIntgs; 





5) s=e7, z=4nt, #522 —3и+1; 


6) у =, u=aresinv, и =cos2x. 






Дифференцируемость функций 

















907. Функция у= | x| непрерывна при любом x. Убедиться, 


что при x = 0 она недифференцируема. 
908. Исследовать непрерывность и дифференцируемость 


функции у == | при x=0. 

909. Функция f(x) определена следующим образом: 
#(&)=1+х для х<0; /(х)=х для 0<х<1; [(х)=2-х для 
15х52 и f(x)=8x-x? для х>2. Исследовать непрерыв- 
ность f(x) и выяснить существование и непрерывность f’(x). 

910. Функция у= {sin x] непрерывна при любом x. Убедить- 


ся, что при x =0 она недифференцируема. Имеются ли другие 
значения независимой переменной, при которых функция не- 


дифференцируема? 
911. Исследовать непрерывность и дифференцируемость 


функции y = etl при x=0. 
912. F(x) =x sind при x#0, 7 (0) =0. Будет ли функция 
f(x) дифференцируемой при x = 0? 





913. f(x)= na при х#0, /(0)=0. Будет ли фувкция 


f (x) при x =0 непрерывной и дифференцируемой? 


914. Дана функция /(х)=1+\(х - 1} . Показать, что при 

=1 из приращения функции нельзя выделить линейную 
тлавную часть, и поэтому f(x) при х=1 не имеет производ- 
ной. Истолковать результат геометрически. 

915. /(х) = хаго при х=0, F(0) =0. Будет ли функция 
f(x) при х=0 непрерывной, дифференцируемой? Истолковать 
результат теометрически. 

916. t{z}= = при х#0, 1 (0) =0. Будет ли функция 

Чет 
f(x) при х=0 непрерывной, дифференцируемой? 




































§ 4. Производная как скорость изменения 
{дальнейшие примеры) 


Относительная скорость 


917. Точка движется по архимедовой спирали р = ap. Най- 
ти скорость изменения полярного радиуса р относительно по- 


лярного угла ф. 


918. Точка движется по логарифмической спирали p =e"? 


Найти скорость изменения полярного радиуса, если известно, 
что он вращается с угловой скоростью 4&. 

919. Точка движется по окружности р = 2rcosg. Найти ско- 
рость изменения абсциссы и ординаты точки, если полярный 
радиус вращается с угловой скоростью @®. Полярная ось служит 
осью абсцисс, полюс — началом системы декартовых координат. 

920. Круг радиуса В катится без скольжения по прямой. 
Центр круга движется с постоянной скоростью и. Найти скоро- 
сти изменения абециссы х и ординаты у для точки, лежащей на 
границе круга. 

921. Барометрическое давление р изменяется с высотой A 


сй, где через ро обозначено 





В соответствии с функцией т. 
о 
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нормальное давление, а с - постоянная. На высоте 5540 м дав- 
ление достигает половины нормального; найти скорость изме- 
нения барометрического давления с высотой. 

922. у связан с x соотношением у? =12х. Аргумент x воз- 


растает равномерно со скоростью 2 единицы в секунду. С какой 
скоростью возрастает у при x = 3? 


923. Ордината точки, описывающей окружность х? + y = 25, 


убывает co скоростью 1,5 см/с. С какой скоростью изменяется 
абсцисса точки, когда ордината становится равной 4 см? 

924. В какой точке эллипса 16x” +9у? = 400 ордината убы- 
вает с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает? 

925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью v. Какова 
скорость изменения периметра и площади квадрата в тот мо- 
мент, когда сторона его равна а? 

926. Радиус круга изменяется со скоростью у. Какова ско- 
рость изменения длины окружности и площади круга в тот мо- 
мент, когда его радиус равен 7? 

927. Радиус шара изменяется со скоростью v. С какой ско- 
ростью изменяются объем и поверхность шара? 

928. При каком значении угла синус изменяется вдвое мед- 
леннее аргумента? 

929. При каком значении угла скорости изменения синуса и 
тангенса одного и того же угла одинаковы? 

930. Скорость роста синуса увеличилась в п раз. Во сколько 
раз при этом изменилась скорость роста тангенса? 

931. Предполагая, что объем ствола дерева пропорционален 
кубу его диаметра и что последний равномерно увеличивается 
из года в год, показать, что скорость роста объема, когда диа- 
метр равен 90 см, в 25 раз больше скорости, когда диаметр ра- 
вен 18 см. 


Функции, заданные параметрически 


932. Проверить, лежит ли заданная декартовыми координа- 
тами точка на линии, уравнение которой дано в параметриче- 


ской форме: а) Лежит ли точка (5, 1) на окружности х=2+ 
+5cost, у=-З+5зщЁ? 6) Лежит ли точка e. ¥8) на окруж- 


ности x = 2cost, y = 2sint? 


$ 4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ 73 





933. Построить графики функций, заданных параметрически: 
a) x=8cost, y=4sint; 6) x=f?-2t, y= +28; 
в) x=cost, y=t+2sint; г) r=2', y= (@ +1}. 


934. Из уравнений, параметрически задающих функцию, 
исключить параметр: 


1) x=3t, у=6-й; 2) х= cost, y=sin2t; 

8 x=O4l, y=; 4) x=Q-sing, y=1-cosg; 

5) x= tgt, y=sin2t + 2cos2t, 

935. Найти значение параметра, соответствующее заданным 


координатам точки на линии, уравнение которой дано в пара- 
метрической форме: 


1) x =8(2cost~cos2z), y = 8(2sint - sin2t); (-9, 0); 
2) x= +2, y= +e; (3,2); 

3) «= 2tgt, y=2sin?t+sin2; (2,2); 

4) x=0-1, y=1-t; (0,0); 


В задачах 936-945 найти производные от у по x. 
936. x = acosg, y = bsing. 


987. x = асоз? ф, y = 6sin’g. 
938. x=a(y~sing), y= a(1-cos@). 
939. - у=Е-В. 

940. x = 1 y=tl, 


941. х-ш( +), y=t—aretgt. 
942. x = 9(1-sing), 
943. 


у=фсозф. 


944. 

945. 2 

В задачах 946-949 найти угловые коэффициенты касатель- 
ных к данным линиям. 


946. x =3с0зё, у=4ышЕ в точке (22.242). 
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947. x=t-t', уЕР-В 





в точке (0,0). 
948. х=# +1, y=t? +t+1 вточке (1, 1). 


949, x =2cost, y=sint в точке (.-%). 


950. Для линии, заданной в параметрической форме, ука- 
зать связь между параметром ¢ и углом @, образованным каса- 
тельной к линии с осью абецисс: 


р, 2 4 Lee 
1) x= 6051 +tsint-Scost, y=sint-¢cost-‘sint; 


2) х= acos’t, y= asin? €3 
3) x = acost¥2 cos 2t, у = asintV2cost. 
951. Убедиться в TOM, что функция, заданная параметриче- 


ски уравнениями x = 2 +32, ye +20, удовлетворяет соот- 


ношению y = y’” + 2y”* (штрихом обозначено дифференцирова- 


7 oY 
ние по x, 7. ey! = 5h }. 
952. Убедиться в том, что функция, заданная параметриче- 
ски уравнениями x = ut, ye oat 2, удовлетворяет соотно- 





шению ху’ =1+y" (y $). 


4х 


953. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически 
уравнениями x = си 21, y=sh2t, удовлетворяет соотношению 


Я +. dy 
yy’ -x=0 (y =. 
954, Убедиться в том, что функция, заданная параметриче- 
2 
L___ Jp devise? | 
hee? в 
‘удовлетворяет соотношению 


По ни (и 
уу sy (v=2) 


955. Убедиться в том, что функция, заданная параметриче- 


ски уравнениями х= 











ски уравнениями x = Е, y= Ss2int, ‘удовлетворяет соотно- 
¢ 


шению yy’ = 2xy’? +1 (y = #). 


956. Найти углы, под которыми пересекаются линии: 
a2 -5 ван 
Пиу=х их 30051, у qsints 


2 
. at _ ав 

x = acos = амп. их= 2 =e. 
2) Фф,‚ у Ф 1+8 14 


957. Показать, что при любом положении производящего 
круга циклоиды касательная и нормаль в соответствующей точ- 
ке циклоиды проходят через его высшую и низшую точки. 

958. Найти длины касательной, нормали, подкасательной и 
поднормали к кардиоиде x =a(2cost—cos2t), y=a(2sint - 
~sin 2t) в произвольной ee точке. 

959. Найти длины касательной, нормали, подкасательной и 
поднормали к астроиде х = asin®t, y= acos't B произвольной 
ее точке. . 

960. Доказать, что касательная к окружности x? +? = а? 
служит нормалью к эвольвенте окружности х = a(cost +tsin t), 
y = a(sint - tcost). 

961. Найти длины касательной, нормали, подкасательной 
и поднормали эвольвенты окружности (см. уравнения последней 
в предыдущей задаче). 

962. Доказать, что отрезок нормали к кривой x = Qasint + 
+asintcos” tLy= ~acos® {, заключенный между осями коорди- 
нат, равен 2a. 


В задачах 963-966 составить уравнения касательной и нор- 
мали к данным линиям в указанных точках. 


963. х=2е', у=е! при t=0. 
964. x=sint, y=cos2t при t=. 


965, x=2lnctgt+1, y=tgt+ctgt при t= 4. 


966. 1) x = 24. y = Bate при t= 2; 


ase?” +? 
2) x=2(fcost-2sine), y=t(tsint +2cost) при # = №; 


8) x=sint, y=a' при t=0. 
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967. Показать, что в двух точках кардиоиды (см. задачу 
958), соответствующих значениям параметра #, отличающимся 


на an > касательные параллельны. 


968. Доказать, что если ОТ и ОМ - перпендикуляры, опу- 
щенные из начала координат на касательную и нормаль K аст- 
роиде в любой ее точке (см. задачу 959), то 


4. ОТ? + ON? =a, 
969. Найти длину перпендикуляра, опущенного из начала 
координат на касательную к линии 
2х = а(3 с08 # + с0з 3#), 2y = a(3sint + эт 8). 


Показать, что 4р? = 3p? +4a", где р - полярный радиус дан- 
ной точки, а р - длина указанного перпендикуляра. 


Скорость изменения полярного радиуса 


970. Дана окружность р = 2rsing. Найти угол 9 между по- 
лярным радиусом и касательной и угол < между полярной 
осью и касательной. 

971. Доказать, что у параболы р = asec” $ сумма углов, об- 
разованных касательной с полярным радиусом и с полярной 


осью, равна двум прямым. Использовать это свойство для по- 
строения касательной к параболе. 


972. Дана линия p= asin® $ (конхоида); показать, что 
6 = 40 (обозначения те же, что в задаче 970). 
973. Показать, что две параболы р = asec” 3 ир= beosec” $ 


пересекаются под прямым углом. 

974. Найти тангенс угла между полярной осью и касатель- 
ной к линии р= зес? ф в точках, в которых р = 2a. 

975. Найти тангене угла между полярной осью и касатель- 
ной в начале координат: 1) к линии p=sin*g, 2) к линии 
р = sin 3ф. 

976. Показать, что две кардиоиды p=a(l+cosp) и 
р=а а — Cos $) пересекаются под прямым углом. 





977. Уравнение линии в полярных координатах задано па- 
раметрически: p =f, (), O=h (). Выразить тангенс угла 6 


между касательной и полярным радиусом в виде функции t. 
978. Линия задана уравнениями р= а, ф=”. Найти 


угол между полярным радиусом и касательной. 
979. Дан эллипс х =acost, y=bsint. Выразить полярный 


радиус р и полярный угол Ф как функции параметра ¢. Ис- 
пользовать полученную форму задания эллипса для вычисления 
угла между касательной и полярным радиусом. 


Полярной подкасательной называется проекция отрезка, 
касательной от точки касания до ее пересечения с перпендику- 
ляром, восставленным к полярному радиусу в полюсе, на этот 
перпендикуляр. Аналогично определяется полярная поднор- 
маль. Учитывая это, решить задачи 980-984. 


980. Вывести формулу для полярной подкасательной и по- 
лярной поднормали линии р = f ($). 

981. Показать, что длина полярной подкасательной гипер- 
болической спирали р = г постоянна. 

982. Показать, что длина полярной поднормали архимедо- 
вой спирали р = оф постоянна. 

983. Найти длину полярной подкасательной логарифмиче- 
ской спирали р =a’, 

984. Найти длину полярной поднормали логарифмической 
спирали р = а?. 


Скорость изменения длины 


В задачах 985-999 через $ обозначена длина дуги соответст- 
вующей линии. 


985. Прямая у=ах+; # 


986. Окружность x? + у 


2 y? 
987. Эллипе +4, 
a 5 


988. Парабола у? = 2px; 
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989. Полукубическая парабола у? = ах; ae =? 


990. Синусоида y =sinx; ds=? 





— atte * = . ge 
991. Цепная линия у = 3 (у =ch x); ae = 7, 
992. Окружность x=rcost, y=rsint; a =? 


993. Циклоида x = a(t~sint), у=а(1 - cost); d=? 


994. Астроида x =acos’t, y=asin?t; ds =? 

995. Архимедова спираль x = atsint, y= atcost; ds=? 

996. Кардноида x = a({2cost~-cos2t), y =a(2sint —sin2t); 
ds=? 

997. Трактриса x = a(cos t+Intg 4), узазшё; ds=? 

998. Развертка окружности 


x=a(cost+tsint), y = a(sint - #008); aa? 


999. Гипербола x =acht, y=asht; ds=? 


Скорость движения 


1000. Лестница длиной 10 м одним концом приелонена к 
вертикальной стене, а другим — опирается о пол. Нижний ко- 
нец отодвигается от стены со скоростью 2 м/мин. С какой 
скоростью опускается верхний конец лестницы, когда основа- 
ние ее отстоит от стены на 6 м? Как направлен вектор скоро- 
сти? 

1001. Поезд и воздушный шар отправляются в один и тот 
же момент из одного пункта. Поезд движется равномерно со 
скоростью 50 км/ч, шар поднимается (тоже равномерно} со 
скоростью 10 км/ч. С какой скоростью они удаляются друг от 
друга? Как направлен вектор скорости? 

1002. Человек, рост которого 1,7 м, удаляется от источни- 
ка света, находящегося на высоте 3 м, со скоростью 
6,34 км/ч. С какой скоростью перемещается тень его головы? 

1003. Лошадь бежит по окружности со скоростью 20 км/ч. 
В центре окружности находится фонарь, а по касательной к 
окружности в точке, откуда лошадь начинает бег, расположен 
забор. С какой скоростью перемещается тень лошади вдоль 
забора в момент, когда она пробежит Фокружности? 
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$ 5. Повторное дифференцирование 
Функции, заданные в явном виде 
1006. у = x? -8x+2; у’ =? 1007. y=1-x?-xt; у" =? 
1008. f(x) =(x +10); /7@)=? 
1009. f(x)= x°-4x°+4; ПУ) =? 


) 
1010. y = (x? + 1); y=? 1011. y = cos? x; у” =? 
1012. f(x) =e; f"(0)=? 1018. f(x)=aretgx; /@) =? 
1014. f(x sf (x)=? 





y=? 1016. f(x) 2; f"(z)=? 


4 
1017. p = asin 29; ope? 1018. y= 12; y™ =? 


lee 
В задачах 1019-1028 найти вторые производные от функций 


2 
\ 1019. y = xe* . 1020. y => 
1021. y= (1 +x°)arctgx. 1022. y= va? -x*. 


1023. утв (++. 1024.y =. 


avvx 
1026. y = v1 - =? aresin x. 


1027. у = arcsin (asin x). 1028. y =x". 

В задачах 1029-1040 найти общие выражения для произ- 
водных порядка п от функций: 

1029. y=e*. 1030. у=е*. + 1031. у = sinax + совбх. 

1032. у=зш? х. (1033. у= хе’. 1084. узхшх. 


1035. и= aan: 1036. y = In(ax +5). * + 1037. y = log, x. 





1025. y = 





1038. y = 511639. у= нЕ 1040. y = sin’ x + cos‘ x, 


1041. Доказать, что функция y= (x? - 1)" удовлетворяет 


соотношению (x* - пе +2ху +9 — n{n+ yy” =0. 
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1042. До казать, что функция у = e* sinx удовлетворяет со- 








отношению у”-2у’+2у-0, а функция y=e*sinx - coor- 
ношению у” +2у’+2у=0. 


1043. Дсоказать, что функция у = 2:8 удовлетворяет соот- 


ношению 2y 7? = (у-1у”. 


1044. Деоказать, что функция y= V2x-x? удовлетворяет 


соотношенимо уЗу”+1=0. 


e** +2е`* удовлетворяет 


и 


1045. Деоказать, что функция у 
соотношению у”’- 13у’-12у=0. 


М + ove 


1046. Деоказать, что функция у=е\** +e удовлетворяет 


соотношение ху” +1у why =0. 
у 
1047. Доказать, что функция у = созе* +sine* удовлетво- 


ряет соотнотилению y” — y’ + ye* =0. 
1048. Tcxasars, что функция 
у= Аза (0 +9)+ В 03 (at + 0%} (А, В, @, ®о - постоянные) 


4? 
удовлетворячет соотношению ond + oy =0. 
t 


1049. Доказать, что функция 
aye™ + a,e"™ + а; cosnx + a, этих 
(@1, а2, а3, @4, п - постоянные) удовлетворяет соотношению 
4 
_ =nty. 
1050. Деоказать, что функция y = sin (naresin x) удовлетво- 


ряет соотное пению | - xy" — xy tn’y =0. 


taresin x 


1051. Дськазать, что функция © удовлетворяет соот- 


ношению {1 — х?}у" — ху’ - о?у=0. 


k 
1052. Дерказать, что функция y = {« +=? +1]  удовлетво- 


ряет соотножнению ( + =?) + ху’ - Ру =0. 


= a2 
1053. Доказать, что выражение $ -4-92) He изме- 


нится, если заменить у на + т. е. если положить у = с, то 
1 


a a2 
we 3(4) 
het 














4? dy ay 
1054. Дано у = f(x). Выразить Ри через Grou Te Пока- 
з 
(из! 
зать, что формулу Е = у” можно преобразовать к виду 
‚и ПН 


1055. Дано: F(x) = #(х)Ф(х), при этом f'(x)q’ (x) = С. Дока- 


Pi oO 26 PEE МИ 
3aTb, что F 7 > © +e 75 Е 7 $ 





Функции, заданные в неявном виде 
» 1056. 


1057. 1058. y=tg(rt+y); 1 =? 





+ 1058. s =1+te*; at ? ° 1060, y°+ 4° -Baxy=0; y” =? 
it 





1059. y=sin(x+y); у’=? - 1062. e*¥ = xy; у’ = 
1063. Вывести формулу для второй производной функции, 
обратной данной у = f(x). 
` 1064. е’+ху=е; найти y"(x) при х=0. 


sey, 
a+?) 


следует k= 4, 





1065. у = 2px; определить выражение # 


2 


1066. Убедиться в том, что из у? +x? = В 


где k= и =: | 
(iy?) 
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1067. Доказать, что если 
ах? + Qbxy + су? +2gx+ 2fy+h=0, то 


dy __axvoute „ФА 
ах Betey+f ~ dx? (bxscy+i)” 





где А ~ постоянная (не зависящая OT хи у). 


Г 
1068. Доказать, что если (а +6х)е* =х, то 
, 2 
ody - 4 _ 
такт) - 
Функции, заданные параметрически 


1069. х 


2 2 
at’, y= ot; oat 


1070. x = acost, y=asint; 





1071. х = acost, y = bsint; 


: 4 
1073. 1) x= acos’t, у = asin’ t; nm 


: 4. 
2) х=ас0з? +, y=asin’t; get 





1075. x=atcost, y=atsint; ==? 


1076. Доказать, что функция у= f(x), заданная парамет- 
рически уравнениями y= e'cost, x= e'sint, удовлетворяет 
a 2 9 a 
соотношению у”(х +y) =2(ху’ - у). 
1077. Доказать, что функция у=/(х), заданная парамет- 
рически уравнениями у= З#1-Ё, x= зе, удовлетворяет COOT- 


ношению a6y'y = \8=)= х+3. 


1078. Доказать, что функция, заданная параметрически 
уравнениями x=sint, y=sinkt, удовлетворяет соотношению 


4 dj 
(1-x) ны + у =0. 





1079. Доказать, что если 
х= 1 (сов: - (те, y= (зи + f’(t)eost, TO 


ds” = 4х? +ау? = [r(e)+ r(t) pa? : 


Ускорение движения 


1080. Точка движется прямолинейно, причем = - 


-t+5, Найти ускорение a в конце второй секунды (3 выражено 
в метрах, ¢ — в секундах). 
1081. Прямолинейное движение происходит в соответствии с 
формулой s = #2 -41+1. Найти скорость и ускорение движения. 
1082. Точка движется прямолинейно, причем 
$= gsin + So. Найти ускорение в конце первой секунды (5 
выражено в сантиметрах, t — в секундах}. 


1083. Точка движется прямолинейно, причем $ = vt . Дока- 


зать, что движение замедленное и что ускорение а пропорцио- 
нально кубу скорости и. 


1084. Тяжелую балку длиной 13 м спу- 
скают на землю так, что нижний ее конец 
прикреплен к вагонетке (рис. 15), а верхний 
удерживается канатом, намотанным на во- 
рот. Канат сматывается со скоростью 
2 м/мин. С каким ускорением откатывается 
вагонетка в момент, когда она находится на 
расстоянии 5 м от точки О? 


1085. Баржу, палуба которой на 4 м 
ниже уровня пристани, подтягивают к 
ней при помощи каната, наматываемого 
Ha ворот со скоростью 2 м/е. С каким ус- 
корением движется баржа в момент, когда 
она удалена от пристани на 8 м (но гори- 
зонтали). Рис. 15 
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1086. Точка движется прямолинейно так, что скорость ее 
изменяется пропорционально квадратному корню из пройден- 
ного пути. Показать, что движение происходит под действием 
постоянной силы. 

1087. Дано, что сила, действующая на материальную точку, 
обратно пропорциональна скорости движения точки. Доказать, 
что кинетическая энергия точки является линейной функцией 
времени. 


Формула Лейбница 


1088. Применить формулу Лейбница для вычисления произ- 
водной: 


1) [= аа 2) (e* sin <) 3) {x sino)” 


1089. Показать, что если у = (1- xy "er ‚ то 


4 
(i x)H = oxy. 
Применив формулу Лейбница, показать, что 


(t= x)y" - (n+ ox)y - noy) = 0. 


ct arcsin x 


1090. Функция у=е удовлетворяет соотношению 
(1 =x? \y ~ xy’ - 91 = 0 (см. задачу 1051). 

Применив формулу Лейбница и дифференцируя это равенст- 
во п раз, показать, что 


(1 . а) — an + 1) уе (n? и a?) y™ =0. 
ax у лая 
1091. Показать, что {e% совфх)” = re“ cos (bx + ng), rae 
r=Va +07, teg=2. 
Используя формулу Лейбница, получить следующие формулы: 
т” cosng = а" ~ Са" 2? + Cha? 464 


r™ sinng = Cla” 1 — 637-853 + Cha” 





ne wd 
1092. Доказать, что (=) = {- 1) = 





1093. 


Доказать, что функция у = aresinx удовлетворяет со- 


отношению (ини. Применяя к обеим частям этого 


уравнения формулу Лейбница, найти y"(0) (r > 2). 


1094. 


Применяя формулу Лейбница п раз, показать, что 


функция у = соз(т arcsin x) удовлетворяет соотношению 
(1 - д?) = @и+1) ху + {m? - nt)y =0. 


1095. Если y = {arcsin xy ‚ то 


Найти у'(0), у”(0), ... 


д 


1096. 
1097. 
1098. 


1099. 
1100. 


1101. 
1102. 
1103. 


1104. ; 


1105. 
2) 1и dt. 
1106. 


(1 - xy -(n -1) xy) +(n- ру =0. 
: (о). 


ифференциалы высших порядков 
у= 2; ay=? 

ух"; 49 =? 

= (2+1) (5-1); а?у=? 

у”; d’y =? 

у = го (Ва) d’y=? 

у= Ма? х-4; 4?у=? 

y=sin?x; 4у=? 


р? cos® @ - a” sin® ф=0; ар =? 





ху sat; 4у=? 
у=ш dae: ; x=tgt; выразить dy через: 1) хи dx, 
х 


y=sinz; z=a*; x= as; выразить а?у через: 1) 2и 


dz, 2) хи dx, 3)tu 4. 





Глава 1\ 


ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ГРАФИКОВ 


$ 1. Поведение функции 


1107. Показать, что точка х=0 есть точка минимума 
функции у= 8x4 ~ 453 +1252 +1. 


1108. Исходя непосредственно из определения возрастающей 
и убывающей функции и точек максимума и минимума, пока- 


зать, что функция у= x®—8x+2 возрастает в точке x, =2, 
‘убывает в точке x, = 0, достигает максимума в точке х; = Ти 
минимума в точке x, =1 

1109. Так же, как в задаче 1108, показать, что функция 


=i 
y= с032х возрастает в точке X, = a, убывает в точке X= |, 





с ak 
достигает максимума в точке хз = 0 и минимума в точке x, =». 


1110. Не пользуясь понятием производной, выяснить пове- 
дение данной функции в точке x = 0: 
af . 


ру=1-х1; Зуд; 3) y= 
6) y=|tex|; 


ду= 2; 8) y=1-Ve; 
9) у= Уд +e? 


Dy =|In(x +1)|5 8) y= etl, 
1111. Показать, что функция у = In (x? + 2x - 3} возрастает в 


точке х, =2, убывает в точке х. = —4 и не имеет стационар- 





ных точек. 
1112. Выяснить поведение функции y = sinx+cosx в точ- 


=--2 = 
ках x, 20, x, =1, ж=-уи=2. 
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1113. Выяснить поведение функции у=х-Шх в точках 
co =4 х=2, жз=е и x,=1 и показать, что если данная 


функция возрастает в точке х=а> 0, то она ‘убывает в точке 1. 
1114. Выяснить поведение функции у = xarctgx в точках 
a, =1, x2 =-l wu ж=0. 


1115. Выяснить поведение функции 


sint при х#0, 
х 


oe 1 при х=0 


в точках x, =1, = =-} Mu x3 =0. 


$ 2. Применение первой производной 


Теоремы Ролля и Лагранжа 


1116. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ- 
ции у= 48 +4х? -7х-10 на отрезке - 1, 2]. 

1117. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ- 
ции у= шыпх на отрезке fg Sal. 

1118. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ- 
ции у=4*"* на отрезке [0, x]. 


1119. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ- 
ции у = Vx? - 3x42 на отрезке [1, 2]. 


1120. Функция у= 22° 
х 





принимает равные значения Ha 


концах отрезка [-1, 1]. Убедиться в том, что производная от 


этой функции нигде на отрезке [-1, 1] в нуль не обращается, и 
объяснить такое уклонение от теоремы Ролля. 
1121. Функция у = }=| принимает равные значения на кон- 


цах отрезка. [- a, 4]. Убедиться в том, что производная от этой 


Функции нигде на отрезке [-а, а] в нуль не обращается, и объ- 
яенить такое уклонение от теоремы Ролля. 
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1122. Доказать теорему: если уравнение 
gx" + аух" 1+. нах = 0 
имеет положительный корень X = хо, то уравнение 
nage”) + (п - Lax”? +...+4,., =0 
также имеет положительный корень и притом меныший ©о- 
1123. Дана функция /(х)=1+х” (х -1)", где т и п — целые 
положительные числа. Не вычисляя производной, показать, что 
уравнение f(x)=0 имеет по крайней мере один корень в ин- 


тервале (0 г 1) ie 


1124. Показать, что уравнение x?-8x+¢e=0 не может 


иметь двух различных корней в интервале (0, 1). 

1125. Не находя производной функции 

F(x) = (e- 1) -2)(x- 8)(e - 4), 

выяснить, сколько действительных корней имеет уравнение 
f(x) = 0, и указать интервалы, в которых они лежат. 

1126. Показать, что функция /(х)=х”+рх+4 не может 
иметь более двух действительных корней при четном п и более 
трех при нечетном п. 

1127. Написать формулу Лагранжа для функции у = эт 3х 
на отрезке [ae x). 

1128. Написать формулу Jlarpanxa для функции 
у=х (i -In x) на отрезке [, 5]. 

1129. Написать формулу Лагранжа для функции 
у =aresin2x на отрезке [xo, % + Ax]. 

1130. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для 
функции y = x” на отрезке fo. а]; п>0, а>0. 

1131. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для 
функции у= Inx на отрезке [bs el. 

1132. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравенства 
22 cna s ав при условии O<b<a. 

1133. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравенства 


В < tea-teBs 


при условии 0 <Вза< 2. 
cos В 2 
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1134. Доказать с помощью формулы Лагранжа справедли- 
вость при @>b неравенств лЬ"`\(а- В) <а"-5" < па" (a- 6), 
если n> 1, и неравенств противоположного смысла, если п <1. 

1135. Рассмотрим функцию 

Е 
х?ят1 при х#0, 
f(x) = = oe 
0 при х=0. 
Эта функция дифференцируема при любом х. Напишем для 


1(х)- £0) = 7) 
1 


(0<é< x). Будем иметь: x? эт = =[% sin} - cos 4), откуда 


нее формулу Лагранжа на отрезке [0, x): 


cos} = 2&sint-x sin 1. Заставим теперь x стремиться к нулю, 


& 


тогда будет стремиться к нулю и &, и мы получаем: 


lim cost = 0. 
50 6 
Объяснить этот парадоксальный результат. 


1136. Применяя на отрезке [1s 11] к функции f(x) = arctg x 
формулу f (хо + Ax) = f (хо) + 1’ (x + 2=)дх, найти приближен- 
ное значение arctg 1,1. 


В задачах 1137-1141, используя формулу 
f (хо + Ах) = f (хо) + (о + Az Jar, 
вычислить приближенные значения данных выражений: 
1137. aresin 0,54. 
1138. 1811. Сравнить с табличным значением. 


1139. Inf x ++) при x= 0.2. 


1140. lg7, зная 152 = 0,3010 и lg3 = 0,4771. Сравнить ре- 
зультат с табличным. 
1141. 1561. Сравнить результат с табличным. 


1142. Убедиться в том, что применяя формулу 
#46) = ед - в) (34) 
к вычислению логарифма от N+0,01N, т. е. полагая 


lg(N +0,01№)=ЕМ+ ри сом = Ем, 
м. 
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допускаем погрешность, меньшую 0,00001, т. е. получаем пять 
верных цифр после запятой, если только lg № дан с пятью вер- 


ными цифрами. 
Поведение функций в интервале 


1143. Показать, что функция у = 2x3 +3х? -12х+1 ‘убывает 
в интервале (- 2, 1). 


1144. Показать, что функция у = \2х-х? возрастает в ин- 
тервале (0, 1) и убывает в интервале (1, 2). Построить график 
данной функции. 

1145. Показать, что функция у = x? +x везде возрастает. 

1146. Показать, что функция у = arctgx~x везде убывает. 
21 
x 











1147. Показать, что функция y = ~ возрастает в любом 


интервале, на содержащем точки х=0. 
sin(x+a) 
sin(x+8) 
HOTOHHO в любом интервале, не содержащем точек разрыва 
функции. 

1149*. Доказать неравенство #4 > 2 при условии 


1148. Показать, что функция у= изменяется мо- 


O< x <x, < Fe 
1150. Найти интервалы монотонности функции 
y=? — 8x" -9х+14 
и построить по точкам ее график в интервале (-2, 4). 
1151, Найти интервалы монотонности функции 
y= xt 2x" -5. 
В задачах 1152-1164 найти интервалы монотонности функций. 


1152. у= (x-2)°(2x +1)". 


1153. у = 2х-а )(a- x) {a> 0). 





1 alt ae в ye 10 Е 
154. у чехи? вы 4х -9х?+6х 
1156. y=x-e*. 1157. у=?е*. 1158. y= Fhe. 
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1159. у=2х? -шх. 1160. y= x-2sinx (0<x<2n). 
1161. y =2sinx+cos2x (0< x < 2n). 


1163. yainfxe vies? < 
1164. у=хуах-х? (a>0). 


В задачах 1165-1184 найти экстремумы функций. 


1162. y = x+cosx. 


1165. y = 2x° -3x?. 1166. y = 2x° - 6х? -18х +7. 
1167. y = Ва, 1168. y = Ух? - 8x” +87. 
х?+х+1 
1169. у. 1170. y=? Vx" +2. 
In(x 44x) +30) 
1171. у=2 6х1. 1172. 
1173. y = 28. 1174. 
45x? 





1175. y = x -In(1+ x). 





1178. 

i 
1179. rat 

1 
1180. у=1 -% 

1 -lexst 

1181. y= rsinx +cose-1x? see 15 a. 
1182. - x) cos x + sin x - = 5 





1183. y = 2x cosn(x + 8)+ sina ( we + 8) 





1184. у = ae”* +be*. 


В задачах 1185-1197 найти наибольшее и наименьшее зна- 
чения данных функций на указанных отрезках и в указанных 
интервалах. 


1185. y = x*-2x7+5; [-2, 2]. 
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1186. y= x+2¥x; [0,4]. 
1187. y = x°-5x4 +558 +1; [-1, 2]. 
1188. y = x° -8x? +6x-2; [-1, 4]. 
1189. y = 00-42 (-6<x<8). 
1190. y = 12482 (0 <x <1). 
1191. y= =) (05х54). 
1192. y= = 
1193. 
1194. y =2tgx-tg?x (osx<4). 
1195. y= x" (0,1< x < +=). 
1196. y = ile ax} (0<x<3). 
1197. у = ком = (0< x <1). : 


Неравенства 


В задачах 1198-1207 доказать справедливость неравенств. 


1198. 


1200. 
1202. 
1203. 


1204. 
1205. 
1206. 


1207. 


24: > 3-4 (x>1). 1199. eX >1+x (x #0). 





x>in(1+x)(x>0). 1201. Inx > 2) (x>1). 


2x arctg x zin(1 + 2), 


Ал >. 
In(1 + x) > "= (x > 0). 
пех {#>0). 


sinx+tgx>2x (o<x<). 


che > 1+ (x #0). 
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Задачи на отыскание наибольших 
и наименьших значений функций 


1208. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы сумма 
их кубов была наименьшей. 

1209. Какое положительное число, будучи сложено с обрат- 
ным ему числом, дает наименьшую сумму? 

1210. Число 36 разложить на два таких множителя, чтобы 
сумма их квадратов была наименьшей. 

1211. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которо- 
го был бы равен 72 см3, причем стороны основания относились 
бы, как 1:2. Каковы должны быть размеры всех сторон, чтобы 
полная поверхность была наименьшей? 

1212. Из углов квадратного листа картона 
размером 18х18 см? нужно вырезать одина- 
ковые квадраты так, чтобы, согнув лист по 
пунктирным линиям (рис. 16), получить ко- 
робку наибольшей вместимости. Какова 
должна быть сторона вырезаемого квадрата? 

1213. Решить предыдущую задачу для прямоугольного лис- 
та размером 8х 5 cm”. 

1214. Объем правильной треугольной призмы равен v. Како- 
ва должна быть сторона основания, чтобы полная поверхность ` 
призмы была наименьшей? 

1215. Открытый чан имеет форму цилиндра. При данном 
объеме у каковы должны быть радиус основания и высота ци- 
линдра, чтобы его поверхность была наименьшей? 

1216. Найти соотношение между радиусом R и высотой Н 
цилиндра, имеющего при данном объеме. наименьшую полную 
поверхность. 

1217. Требуется изготовить коническую воронку с образую- 
щей, равной 20 см. Какова должна быть высота воронки, чтобы 
ее объем был наибольшим? 





Рис. 16 


1218. Из круга вырезан сектор с центральным углом ct. Из 
сектора свернута коническая поверхность. При каком значении 
угла & объем полученного конуса будет наибольшим? 

1219. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Ка- 
ковы должны быть его стороны, чтобы объем тела, образованно- 


го вращением этого треугольника вокруг его основания, был 
наибольшим? 









































ее тега 
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1220. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Ка- 
ковы должны быть его стороны, чтобы объем конуса, образо- 
ванного вращением этого треугольника вокруг высоты, опущен- 
ной на основание, был наибольшим? 

1221. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который 
можно вписать в шар радиуса В. 

1222. Найти высоту конуса наибольшего объема, который 
можно вписать в щар радиуса А. 

1223. Дождевая капля, начальная масса которой то, падает 
под действием силы тяжести, равномерно испаряясь, так что 
‘убыль массы пропорциональна времени (коэффициент пропор- 
циональности равен k). Через сколько секунд после начала па- 
дения кинетическая энергия капли будет наибольшей и какова. 
она? (Сопротивлением воздуха пренебрегаем.) 

1224. Рычаг второго рода имеет точку опоры в А; в точке В 


(АВ = а) подвешен груз Р. Вес единицы длины рычага равен №. 


















Какова должна быть длина рычага, чтобы груз Р уравновеши- 
Basch наименьшей силой? (Момент уравновешивающей силы 
должен равняться сумме моментов груза Р и рычага.) 

1225. Расходы топлива для топки парохода пропорциональ- 
ны кубу его скорости. Известно, что при скорости в 10 км/ч 
расходы на топливо составляют 30 руб. в час, остальные же 
расходы (не зависящие от скорости) составляют 480 руб. в час. 
При какой скорости парохода общая сумма расходов на 1 км 
пути будет наименьшей? Какова будет при этом общая сумма 
расходов в час? 

1226. Три пункта А, В и С расположены так, что 2 АВС = 
= 60°. Из пункта А выходит автомобиль, а одновременно из 
пункта В - поезд. Автомобиль движется по направлению к В со 
скоростью 80 км/ч, поезд — по направлению к С со скоростью 
50 км/ч. В какой момент времени (от начала движения) рас- 
стояние между поездом и автомобилем будет наименьшим, если 
АВ = 200 км? 

1227. На окружности дана точка А. Провести хорду ВС па- 
раллельно касательной в точке А так, чтобы площадь треуголь- 
ника АВС была наибольшей. 

1228. Найти стороны прямоугольника наибольшего пери- 
метра, вписанного в полуокружность радиуса В. 

1229. В данный сегмент круга вписать прямоугольник наи“ 
большей площади. 
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1230. Около данного цилиндра описать конус наименьшего 
объема (плоскость основания цилиндра и конуса должны совпа- 
дать). 

1231. Найти высоту прямого кругового конуса наименьшего 
объема, описанного около шара радиуса В. 

1232. Найти угол при веригине осевого сечения конуса 
наименышей боковой поверхности, описанного около данного 
шара. 

1233. Каков должен быть угол при вергине равнобедренного 
треугольника заданной площади, чтобы радиус вписанного в 
этот треугольник круга был наибольшим? 

1234. Найти высоту конуса наименьшего объема, описанно- 
го около полущара радиуса Е (центр основания конуса лежит в 
центре шара). 2 

1235. Какова должна быть высота конуса, вписанного в шар 
радиуса В, для того чтобы его, боковая поверхность была наи- 
большей? 

1236. Доказать, что конический шатер данной вместимости 
требует наименьшего количества материи, когда его высота в 


V2 раз больше радиуса основания. 
1237. Через данную точку Р(1, 4) провести прямую так, 


чтобы сумма длин положительных отрезков, отсекаемых ею на 
координатных осях, была наименьшей. 


1238. Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, 
2 2 
вписанного в эллиие => р =1. 
a z 
1239. Найти наименыний по площади эллипс, описанный 
около данного прямоугольника (площадь эллипса с полуссями а 


Hb равна 125). 





2 


1240. Через какую точку эллипса & =1 следует про- 





вести касательную, чтобы площадь треугольника, составленного 
Этой касательной и осями координат, была наименьшей? 


1241. На эллипсе 2х? + у? = 18 даны две точки A(l, 4) и 
Bis, 0). Найти на данном эллипсе третью точку С такую, что- 
бы площадь треугольника АВС была наибольшей. 

1242. На оси параболы у? = 2px дана точка на расстоянии а 
OT вершины. Указать абсциссу x ближайшей к ней точки кривой. 
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1243. Полоса железа шириной а должна быть согнута в виде 
открытого цилиндрического желоба (сечение желоба имеет 
форму дуги кругового сегмента). Найти значение центрального 
угла, опирающегося на эту дугу, при котором вместимость же- 
лоба будет наибольшей. 

1244. Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного конуса, 
диаметры оснований которого равны соответственно 2 ми 1 м. 
Требуется вырубить из бревна балку с квадратным поперечным 
сечением, ось которой совпадала бы с осью бревна и объем 
которой был бы наибольшим. Каковы должны быть размеры 
балки? 

1245. Ряд опытов привел к пл различным значениям х,, 


хо, ... Xp для исследуемой величины А. Часто принимают в ка- 
честве значения А такое значение x, что сумма квадратов от- 
клонений его от x1, хо, ... X, имеет наименьшее значение. Най- 


ти х, удовлетворяющее этому требованию. 

1246. Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей точки 
берега; с миноносца нужно послать гонца в лагерь, расположен- 
ный в 15 км, считая по берегу от ближайшей к миноносцу точ- 
ки берега (лагерь расположен на берегу). Если гонец может де- 
лать пешком по 5 км/ч, а на веслах по 4 км/ч, то в каком 
пункте берега он должен пристать, чтобы попасть в лагерь в 
кратчайшее время? 

1247. Прямо над центром круговой площадки радиуса Е 
нужно повесить фонарь. На какой высоте нужно это сделать, 
чтобы он наилучшим образом освещал дорожку, которой обве- 
дена площадка. (Степень освещения некоторой площадки прямо 
пропорциональна косинусу угла падения лучей и обратно про- 
порциональна квадрату расстояния от источника света.) 

1248. На отрезке длиной [, соединяющем два источника све- 
та силы Г] и Го, найти наименее освещенную точку. 

1249. Картина высотой 1,4 м повешена на стену так, что ее 
нижний край на 1,8 м выше глаза наблюдателя. На каком рас- 
стоянии от стены должен встать наблюдатель, чтобы его ноло- 
жение было наиболее благоприятным для осмотра картины 
(т. е. чтобы угол зрения был наибольшим)? 

1250. Груз весом Р, лежащий на горизонтальной плоскости, 
должен быть сдвинут приложенной к нему силой Е. Сила трения 
пропорциональна силе, прижимающей тело к плоскости, и направ- 
лена против сдвигающей силы. Коэффициент пропорциональности 
(коэффициент трения) равен #. Под каким углом ф к горизонту 





надо приложить силу Р, чтобы величина ее оказалась наименьшей? 
Определить наименьшую величину сдвигающей силы. 

1251. Скорость течения воды по круглой трубе прямо пропор- 
циональна так называемому гидравлическому радиусу В, вычис- 


ляемому по формуле А = 8, где S — площадь сечения потока воды 


в трубе, а р - смоченный (подводный) периметр сечения трубы. 
Степень заполнения трубы водой характеризуется центральным 
углом, опирающимся на горизонтальную поверхность текущей 
воды. При какой степени заполнения трубы скорость течения 
воды будет наибольшей? (Корни получающегося при решении 
задачи транецендентного уравнения найти графически.) 

1252. На странице книги печатный текст должен занимать 
S квадратных сантиметров. Верхнее и нижнее поля должны 
быть по а см, правое и левое - по b см. Если принимать во вни- 
мание только экономию бумаги, то какими должны быть наи- 
более выгодные размеры страницы? 

1253*, Коническая воронка, радиус основания которой В, 
а высота Н, наполнена водой. В воронку опущен тяжелый шар. 
Каким должен быть радиус шара, чтобы объем воды, вытеснен- 
ной из воронки погруженной частью шара, был наибольшим? 

1254. Вершива параболы лежит на окружности радиуса R, 
ось параболы направлена по диаметру. Каков должен быть па- 
раметр параболы, чтобы площадь сегмента, ограниченного па- 
раболой и ее общей с окружностью хордой, была наибольшей? 
[Площадь симметричного параболического сегмента равна двум 
третям произведения его основания на «стрелку» (высоту}.] 

1255. Конус, радиус основания которого R, а высота Н, пе- 
ресечен плоскостью, параллельной образующей. Каково должно 
быть расстояние между линией пересечения этой плоскости с 
плоскостью основания конуса и центром основания конуса, для 
того чтобы площадь сечения была наибольшей? (См. предыду- 
щую задачу.) ‘ 

1256. Для какой точки Р параболы y = 2px отрезок нормали 


8 P, расположенный внутри кривой, имеет наименыпую длину? 
1257. Показать, что касательная к эллинсу, отрезок которой 
между осями имеет наименьшую длину, делится в точке каса- 
ния на две части, соответственно равные полуосям эллипса, 
1258. Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до лю- 
бой нормали не превосходит разности полуосей. (Удобно вос- 
пользоваться параметрическим заданием эллинеа.) 


4—2102 
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1259. В прямоугольной системе координат хОу даны точка 
(2, b) и кривая y =f (x). Показать, что расстояние между по- 
стоянной точкой (а, 5) и переменной (x, f(x)) может достиг- 
нуть экстремума только в направлении нормали к кривой 
y= f(x). 

Первообразной функции f(x) называется функция F(x), 


производная которой равна данной функции: Р’(х} = f (x). 


В задачах 1260-1262 показать (при помощи дифференциро- 
зания и без него), что данные функции являются первообраз- 
ными одной и той же функции. 


1260, у = пах u y=Inx. 
1261. y = 2sin? x n y =-cos2x. 


2 
1262. y = (e +e) ays (= = 
1263*. Показать, что функция 
y= cos? x + сов? + 2) — COs x COS (3 + x) 


есть константа (т. е. не зависит от x). Найти значение этой кон- 
станты. 


1264. Показать, что функция y = 2arctg x + arcsin и: есть 


+x 
константа при x 21. Найти значение этой константы. 
1265. Показать, что функция 


г асозх+Ь _ a-b ty x 
y = arccos ых 2arete| ab ® 5}; 


где 0O<bSa, есть константа при «20. Найти значение этой 
константы. 

1266. Убедиться в том, что функции те, e*shx и e*chx 
отличаются одна OT другой Ha постоянную величину. Показать, 
что каждая из данных функций является первообразной для 


функции e?*. 
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8 3. Применение второй производной 


Экстремумы 


В задачах 1267-1275 найти экстремумы данных функций, 
пользуясь второй производной. 


1267. y = x — 2ах? +а?х (а>0). 
1268. y = x(a = xy я 
1270. y=x+Vi-x. 
1272. у = свах. 
1274. ==. 


In 


1269, y=x+£ (a> 0). 


1271, y = xy2— 2". 
1278, у= хе. 
1275. ухе. 
1276. При каком значении а функция f(x)=asinx+ 
+isin 3x имеет экстремум при x = =) Будет ли это максимум 


или минимум? 
1277. Найти значения а и 6, при которых функция 


у=ашх+ 6х? +x имеет экстремумы в точках xX) =1 их, =2. 


Показать, что при этих значениях а и 6 данная функция имеет 
минимум в точке x; и максимум в точке хо. 


Выпуклость, вогнутость, точки перегиба 


1278. Выяснить, выпукла или вогнута линия уз x° —5x* ~ 
—15х2? +30 в окрестностях точек (1, 1 и (3, 3). 
1279. Выяснить, выпукла или вогнута линия у = arctg x 


в окрестностях точек (1, 4) и (- 1, -8). 


1280. Выяснить, выпукла или вогнута линия yar Inx 


в окрестностях точек (1,0) и (+, - 3). 
г’ 


1281. Показать, что график функции у = xarctg x везде во- 
гнутый. 


1282. Показать, что график функции y= In(x? -1) везде 


выпуклый. 


Ро 
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1283. Доказать, что если график функции везде выпуклый 
или везде вогнутый, то эта функция на может иметь более од- 
ного экстремума. 

1284. Пусть P(x) — многочлен с положительными коэффи- 


циентами и четными показателями степеней. Показать, что 
график функции у= P(x) +ax+b везде вогнутый. 

1285. Линии y= (x) и y=w(x) вогнуты на интервале 
(a, 5). Доказать, что на данном интервале: а) линия у = o(x)+ 
+(x) вогнута; 6) если Ф(х) и v(x) положительны и имеют 
общую точку минимума, то линия у= o(x)y (x) зогнута. 

1286. Выяснить вид графика функции, если известно, что 
в интервале (a, b): 

1] у>0, y’>0, y” <0; 

3) и<0, y’>O, y”>0; 

В задачах 1287-1300 найти точки перегиба и интервалы во- 

° гнутоети и выпуклости графиков данных функций. 


1287. y=x*-522+8x-5. 1288. y=(x+1)' +e. 
1289. y = xt - 1253 + 48x" — 50. 

1290. y = x + 36x" -2x%- x4, 1291. y= 3x° - 5x‘ + 8x-2, 
1293. у (a> 0). 


x° +30? 


2) у>0, и’ <0, у”>0; 
4} у>0, у’ <0, у<0. 


1292. у= (x+2) +25 +2. 
1294. y=a-Yx-b. 1295. 
1296. y = In(t +?) 1297. 
1298. у=а-У(х-5). 1299. 
1300. у = x*(12Inx-7). 


x+h 


имеет три точки пере- 
2+1 


1301. Показать, что линия у= 


гиба, лежащие на одной прямой. 
3302. Показать, что точки перегиба линии у = xsinx лежат 


на линии и + =") =4=?. 
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1303. Показать, что точки перегиба линий y = sine лежат 
Ha линии у + x} =a 


1304. Убедиться в том, что графики функций y=+te* и 
y= sinx (кривая затухающих колебаний) имеют общие 


касательные в точках перегиба линии у=е * sinx. 

1305. При каких значениях a и $ точка (, 3) служит точ- 
кой перегиба линии у = ах + 6х? ? 

1306. Выбрать & и В так, чтобы линия x’y +x + Ву =0 
имела точку A(2; 2,5) точкой перегиба. Какие еще точки пере- 
гиба будет она иметь? 

1307. При каких значениях а график функции у=е* + ах 
‘имеет точки перегиба? 

1308. Доказать, что абсцисса точки перегиба графика функ- 
ции не может совпадать с точкой экстремума этой функции. 

1309. Доказать, что у любой дважды дифференцируемой 
функции, между двумя точками экстремума лежит по крайней 
мере одна абсцисса точки перегиба графика функции. 

1310. На примере функции у=х* + 8х3 + 18х? +8 прове- 
рить, что между абсциссами точек перегиба графика функции 
может и не быть точек экстремума (ср. ¢ предыдущей задачей). 

1311. По графику функции (рис. 17) выяснить вид графиков 
ее первой и второй производных. 

1312. То же сделать по графику функции (рис. 18). 
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Рие. 19 Рис. 20 


1313. Выяснить вид графика функции по данному графику 
ее производной {рис. 19). 


1314. Выяснить вид графика функции по данному графику 
ee производной (рис. 20). 


1315. Линия задана параметрическими уравнениями x = @(t), 
ye wit). Убедиться в том, что значениям &, при которых вы- 
oy" vo” 


’ ражение 
ы $ 





меняет знак (штрихом обозначено диффе- 
ренцирование по &), a $'(#) * 0, соответствуют точки перегиба 
линии. 

1316. Найти точки перегиба линии х=Ё, у=3+#. 


1317. Найти точки перегиба линии х=е', y= sind. 


$ 4. Дополнительные вопросы. 
Решение уравнений 


Формулы Коши и правило Лопиталя 


1318. Написать формулу Коши для функций f(x)=sinx и 
o(x) =Inx на отрезке {2, 5], O<a<b. 

1319. Написать формулу Коши для функций f(x) =е и 
Q (x) =1+е* на отрезке [a, 5]. 

1320. Проверить справедливость формулы Коши для функ- 
ций / (= хи (x) =x? +1 на отрезке [1, 2]. 

1321. Проверить справедливость формулы Коши для функ- 
ций f(x) =sinx uw o{zx) =x+cosx на отрезке (0. 2 
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1322. Доказать, что если на отрезке [а, 8] имеет место соот- 
ношение Ire 210 (x) | w @’(x) не обращеется в нуль, то спра- 
ведливо также соотношение lar (x)| >| (x)|, rae Af (x)= 
ze f(x+Ax)-f (x), Ao(z)=9(r + Ax)- @(x), ахи х+Ах — про- 
извольные точки отрезка [а, 6]. 

1323. Доказать, что на отрезке [x 3 (x2 0) приращение 
функции y= In (1 + =?) меньше приращения функции 
у = arcetg.x, на отрезке [ x] — наоборот: Aarctgx < Ат | + =2), 
Пользуясь последним соотношением, показать, что на отрезке 
В, 1] aretg x — ша + =?) 2т-ш2. 


В задачах 1324-1364 найти пределы. 





1324. tim Ye-¥e. 1325. lim Moose, 
xa ¥x-Va. ay) 
ss. 1327. lim лева. 
8 ня т 
= 
1328. lim =e, 1329. lim =. 
Foe 3, x90 ¥ain bx 
1330. lim 2=Siax | 1331. lim тыщ, 
550 хх «>= Шт 
1332. lim 229”. 1333. lim =, 
xa xo" x90 cfd 
1334. lim 1335. lim =” 


x90 Sinxcosx ” 


x30 


1336. lim 


x30 


1338. lim 
x90 


1337. 


1339. 





1340. lim 


x30 608х+1—1 


1341. 





пнд 2х? Ча +24 
1342, lim ее 
x30 быт x-6x4x" 
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1343. lim рае. 1344. lim 2+... 
oo Insing eno iasins 
Шен 
1345. lim НЧ 1346. lim (x"e"*). 
rol сш mx Xt 
1347. lim [(n-2arctgx)inx]. 1848. lim [xsin4]. 
pee x00 x 
м gt A 2. pe Rin 
1849. tim [25-74]: 1350. jim [ Ф ей , 
ЕЕ i a 
1851. lim (1-е). 1352. lim (cte x 
1353. lim —1__., . lim fof (b+x -х|. 
353. iim сет) 1354. lim | (a+ x)(b+x)(c+x) = 
3: 
1355. lim [+2 -1] 1356. 
eae 
1357. lim (tg x)". 1358. 
rok 
aa: ee 
1359. tim x"(""), 1360. tim (2) "*. 
£90 x90 \х 
ra BE 
1361. lim (e* + x)*. 1362. lim (2- 2)". 
xX х>а м 
: т 
1363. lim (+3) : 1364. tim | 20%)" _ 1). 
x00 x? x30 x? x 


1365. Проверить, что lim 


xe Х 
быть вычислен про правилу Лопиталя. 
1366. Значение какой функции (при достаточно больших 
значениях x) больше: a*x* или х*? 
1367. Значения какой функции (при достаточно больших 
значениях x) больше: f(x) или Inf(x), при условии, что 





с: существует, но не может 


F(x) > co при х >=. 


1368. Пусть х—>0. Доказать, что е- (1+ =) — бесконечно 
малая первого порядка относительно х. 

1369. Пусть x > 0. Доказать, что In(1+x)—elnin(e +x) — 
бесконечно малая второго порядка относительно х. 
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1370. К окружности радиуса г 
проведена касательная в точке А 
(рис. 21) и на ней отложен отрезок 
АМ, длина которого равна длине 
дуги АМ. Прямая ММ пересекает 
продолжение диаметра АО в точке 
В. Установить, что 





* r(acosa-sin a} 
OB= F{aeoso-sin a) 
ORES: Рис. 21 
где а - радианная мера центрального угла, соответствующего 


дуге АМ, и показать, что lim OB = 2r. 
a0 


Асимптотическое изменение функций 
и асимптоты линий 


1371. Проверить, исходя непосредственно из определения, 
4443 
что прямая y = 2x+1 есть асимптота линии у = 225. 
х 
1372. Проверить, исходя непосредетвенко из определения, 


что прямая x+y = 0 есть асимптота линии ху + ху? =1. 





2 
1373. Доказать, что линии у = +352 иу= ort асимп- 


тотически приближаются друг к другу при x - +=. 
1374. Доказать, что функции f(x) = 42x84 7x7 41 и 


o(x)=x° +x асимлтотически равны друг другу при x ~> +=. 


Воспользоваться этим обстоятельством и вычислить прибли- 
женно f (115) uf (120). Какую погрешность сделаем, положив 


f (100) = Ф(100)? 
В задачах 1375-1391 найти асимптоты данных линий. 





2 2 
1375. 2-9. =1. 1376. xy =a. 

oy 8 
1377. y= oe PY РН 1378. у=е+ | 
1379. 2y(x +1)? = x*. 1380. уз = 





1381, уз = 6x2 +x". 1382. и + 1) 
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1383. ху? +х‘у=аз. 
1384. y (x? ~ 30x +252) = x9 — Зах? +a°. 








2 9 = а 
1385. (y+xti) =x? +1 1386. y = xIn(e +4). 
2 
1387. у = хе". 1388. у = хе* +1. 
1389. у = xarcsec x. 1390. y = 2x+ arctg 5. 






1391. y= аи, где f(x) - многочлен (a #0). 


1392. Линия задана параметрически уравнениями х = Ф(4), 







ye w(t). Доказать, что асимптоты, не параллельные коорди- 





натным осям, могут быть только при тех значениях f= &, при 






которых одновременно 


dim 9) zoo и jim %(#) ==. 






‘ При этом, если уравнение асимптоты есть у = ax+b, то 





= lim! вен 
a= lim coy b= jim[y(t)- ao (0). 





Как найти асимптоты, параллельные координатным осям? 





1393. Найти асимитоты линии x = a y= ah: 






о ‘ 
1394. Найти асимптоты линии х = ee, ye i. 





1395. Найти асимптоты линии х = “it. у 
— 






Bat = За? 
it?” 1+8 
1397. Найти асимптоты линии х = 8, у= 8. 
2 t(?-4 





1396. Найти асимптоты декартова листа x = 























Общее исследование функций и линий 





В задачах 1398-1464 провести полное исследование данных 
функций и начертить их графики. 




















aoe, =— 
1398, уе 1399. y= 1: 


1401. y(x-1)(x -2)(x-8)=1. 


1400. y = -+ 


a” 
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1402. 





1404. y = 32x°(x? -1) 


1406. y= x? +. 
x 


1408. y= >. 





1410. y(x-1}=x°. 


1412. y= 





1414. xy = (x? - 1}(x - 2). 


1416. y=. 
1418. у=>. 

1420. у= 1 (2? + 1). 
1422. y= x'e*, 


1424, у=-1 


г — 





1426. у=(1+1)". 


1428. у = xsin x. 
1430. у = cos x — Incos x. 





1432. у=—\ (без отыскания точек перегиба). 


er tees 


1433. y =e" * ~sinx (без отыскания точек перегиба). 


1434. y = Vx? — x. 
1436. (8y + x)’ = 27x. 


1438. y = (x-1)3(x+1)°. 








1405. y= 4442”. 
1407. y = 22-1. 
Yay 
3 
1409. y =—*_,. 
у 2(x+1y 
3 2 
1413. = 25422" Tx-3 
у ont 


1415. (y-x)x4+8=0. 
1417. y=x%e*, 
1419. y = x-In(x +1). 
1421. y= ate", 


1423. 
1425. 


= 

is 

= 

= 

© 

я 
> 

1 
= 

Е. и 

- x, 
e 





1427. y=x+sinx. р 


1429. у =Incos x. 
1431. y = x - 2aretgx. ‘ 





1435. уз = (и -4)'. 


1437. уе ДР =1. 


1439. y = 6x? - x4, 
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$ 
1440. (y— x) =. 1441. ( = x) =x, 





1442, у? = x*+1. 1443. у?= 


1444. y? = x(x-1). 1445. у? = x°(x-1). 





1447. x?y+ xy? = 





1446. у 


3x 


1448. у? = x? 22 (строфоида) (a > 0). 





1449. 9y? = 4х? - x4. 1450. 25y? = x°(4- 2°). 
1451. у =x? а. 1452. х?у? =4(х-1). 
1453. y?(2a ~ x)= x* (циесонда) (а > 0). 

1454, х?у? = (x-1}(x -2). 

1455. х?у? = (a+ x)\(a ~ x) (конхоида) (a > 0). 


1456. 16у? =(2*-4) 6-2). 1457. у? =(-=}. 


м -2. 
1458. у?х* = (x? -1) й 1459. у? = 2exe™*. 


1460. y =e" -х 1461. у=ем*. 
1462. f 





sae) 
1463. у =1- хе ТТ * при 240, у=1 при х=0. 
1464. у = x” - 4]x| +3. 


В задачах 1465-1469 исследовать функции, заданные пара- 
‘метрически, и начертить их трафики. 


1465. х=# +3#+1, у=В - 3+1. 
1466. x =? -3к, у=Ё - багсё #. 


= —3t = 8 
1467, т’ U8 


+ , 


1468. x =te', y=te’. 
1469. x = 2acost -—acos2t, у = 2asint—asin2t (кардиоида). 
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В задачах 1470-1477 исследовать линии, уравнения кото- 
рых заданы в полярных координатах. 

1470. p = asin3@ (трехлепестковая роза). 

1471. p=atgg. 

1472. p = a(l+tgg). 
? 1473. р=а(1 + с05$) (кардиоида). 


1474. p= a(1+bcos@) (@>0,65>1). 
1475. p= Е (жезл). 


Ф= arcsint + : 


В задачах 1478-1481 исследовать и построить линии, пред- 
варительно приведя их уравнения к полярным координатам. 


1478. (x? + y?)° = 4a°x’y?, 1479. (x? +y?) x= ay, 





1476. р = 2arctg2. 





1477. p= 





1480. x*+y4 = (x* +57). 
14st. (Аи = ate 
Решение уравнений 


1482. Проверить, что уравнение 3? -8х+12=0 имеет 
один простой корень x,=-3 и одни двукратный корень 
х =2. 

1483. Поверить, что уравнение x! +28 - 3? -4х+4=0 
имеет два двукратных корня %, =Ти м, =-2. 

1484. Убедиться в том, что уравнение Xarcsinx =0 имеет 


только один действительный корень х=0 и притом дву- 
кратный. 


1485. Показать, что корни уравнения xsinx = 0 имеют вид 
у=Ёк (Е=0,+1,+2,...), причем значению #=0 соответет- 


вует двукратный корень. Какова кратность остальных корней? 


1486. Показать, что уравнение x? - 3х? +6х-1=0 имеет 
единственный действительный простой корень, принадлежащий 
‘интервалу (0, 1), и найти этот корень с точностью до 0,1, поль- 
зуясь методом проб. 
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1487. Показать, что уравнение x* +3х? -х-2=0 имеет два 
(и только два) действительных простых корня, принадлежащих 
соответственно интервалам (-1, 0) и (0, 1). С помощью метода 
проб найти эти корни с точностью до 0,1. 

1488. Показать, что уравнение f(x)=a#0, где f(x) - мно- 
гочлен с положительными коэффициентами, показатели степеней 
всех членов которого нечетны, имеет один и только один дейст- 


вительный корень (который может быть и кратным). Рассмотреть 
случай, когда а=0. Найти с точностью до 0,01 корень уравне- 


ния x°4+8x-1= 0, комбинируя метод проб с методом хорд. 

1489. Доказать теорему: для того чтобы уравнение xe prt 
+4 =0 имело три простых действительных корня, необходимо и 
достаточно, чтобы коэффициенты р и 4 удовлетворяли неравенет- 
ву 4p* + 274? <0. Найти с точностью до 0,01 все корни уравне- 
ния x*—9x+2= 0, комбинируя метод проб с методом хорд. 

1490. Показать, что уравнение х*+2х?-6х+2=0 имеет 
два (и только два) действительных простых корня, принадле- 
жащих соответственно интервалам (0, 1) и (1, 2). Комбинируя 
метод хорд с методом касательных, найти эти корни с точ- 
ностью до 0,01. 

1491. Показать, что уравнение х°+5х+1=0 имеет единст- 
венный действительный простой корень, принадлежащий ин- 
тервалу (- 1, 0), и найти этот корень с точностью до 0,01, ком- 
бинируя ‘метод хорд с методом касательных. 

В задачах 1492-1497 приближенные значения корней урав- 
нения следует считать комбинированием трех методов: метода 
проб, метода хорд и метода касательных. (При необходимости 


следует пользоваться таблицами значений функций, входящих 
в уравнение.) 


1492. Показать, что уравнение хе’ =2 имеет только один 
действительный корень, который принадлежит интервалу 
(0, 1, и найти этот корень с точностью до 0,01. 


1493. Показать, что уравнение хшх=а не имеет вовсе дей- 


1 


ствительных корней при а< ‚ имеет один действительный 


двукратный корень при а= -1, два действительных простых 
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корня при -i< а<0 и одни действительный простой корень 


при а>0. Найти корень уравнения х пл = 0,8 с точностью до 
0,01. 

1494. Показать, что так называемое уравнение Кеплера 

x=esinx+a, где 0<=<1, имеет один простой действитель- 
ный корень, и найти этот корень с точностью до 0,001 при 
= = 0,538 иа=1. 
1495. Показать, что уравнение а” =ах при а>1 всегда имеет 
два (и только два) действительных и положительных кория, 
причем один корень равен 1, а второй корень меньше, больше 
или равен 1 в зависимости от того, будет ли а больше, меньше 
или равно е. Найти с точностью до 0,001 второй корень этого 
уравнения при а=3. 

1496. Показать, что уравнение xarctgx=a, где а*0, 
имеет один действительный корень. Найти с точностью до 0,001 
корень этого уравнения при а =1. 

1497. При каком основании а системы логарифмов сущест- 
вуют числа, равные своим логарифмам? Сколько таких чисел 
может быть? Найти такое число (с точностью до 0,01) при 


ai 
a=7? 


§ 5. Формула Тейлора и ее применение 
Формула Тейлора для многочленов 


1498. Разложить многочлен х“ — 5х8 +? -3х+4 по степе- 
ням двучлена х—4. 

1499. Разложить многочлен x°+3x°-2x+4 по степеням 
двучлена х+1. 

1500. Разложить многочлен х:® -3х5 +1 по степеням дву- 
члена х-1. 


з 
1501. Функцию f(x) = (x? -8x+ 1} разложить по степеням 


x, пользуясь формулой Тейлора. 
1502. /(х) - многочлен четвертой степени. Зная, что 


f@)=-1, 1(Q)=0, 7-2 f7@)=12, Q)=24, ame 
числить / (-1), f’(0), f”(1)- 
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Формула Тейлора 
1503. Написать формулу Тейлора п-го порядка для функции 
у =t при хо =-1. 
1504. Написать формулу Тейлора (формулу Маклорена) п-го 
порядка для функции у = хе* при ж =0. 
1505. Написать формулу Тейлора л-го порядка для функции 





у =Ух при x% =4. 
1506. Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функ- 
цили y= ее при x» =0. 


1507. Написать формулу Тейлора п-го порядка для функции 
у = шх при хо =1. 

1508. Написать формулу Тейлора 2n-ro порядка для функ- 
WIM у = м? x при хо =0. 

1509. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 
у = = при ху =2 и построить графики данной функции и ее 
мегогочлена Тейлора 3-й степени. 

1510. Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции 
у =tgx при x9 =0 и построить графики данной функции и ee 
многочлена Тейлора 2-й степени. 

1511. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 
у =aresinx при x) =0 и построить графики данной функции и 
ее многочлена Тейлора 3-й степени. 

1512. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 


у =: при хо =1 и построить графики данной функции и ее 
x 


многочлена Тейлора 3-й степени. 
1513*. Доказать, что число @ в остаточном члене формулы 
Тейлора 1-го порядка 
2 ew 
f(a+h)=f(a)+ hf (a) +f” (a+ 0h) 


сперемится к 3 при # > 0, если 1" (<) непрерывна при х=аи 


17 (а) = 0. 


Некоторые применения формулы Тейлора 


В задачах 1514-1519 выяснить поведение данных функций 
в указанных точках. 


1514. у=258 — x3 +3 в точке х=0. 
1515. y=x +856 +1 в точке х=0. 


2 


1516. у = 2созх+х” в точке x=0. 


1517. у=6бшх- 253 49x? -18х в точке х=1. 
1518. у=бзшх+х? вточке х=0. 


1519. y = 24e* -24х-12х? -4x°- x4 в точке х=0. 





1520. f(x) = х!0 - 3х6 +х2 +2. Найти первые три члена 
разложения по формуле Тейлора при x) =1. Подсчитать при- 
ближенно / (1,03). 

1521. f(x)=x° 2х1 +556 -х+3. Найти первые три члена 
разложения по формуле Тейлора при x9 =2. Подсчитать при- 
ближенно / (2,02) и (1,97). 

1522. /(х) =x - x" +x". Найти первые три члена разло- 
жения /(х) по степеням х-1 и найти приближенно f (1,005). 

1523. f(x) =x° - 5x5 +х. Найти первые три члена разложе- 
ния по степеням х-2. Вычислить приближенно 7(2, 1). Вы- 


зислить /(2,1) точно и найти абсолютную и относительную 
погрешности. 

1524. Проверить, что при вычислении значений функции e* 
при O<x< 2 по приближенной формуле e* = а 
допускаемая погрешность меньше 0,01. Пользуясь этим, найти 


ve с тремя верными цифрами. 
1525. Пользуясь приближенной формулой e* =1+х+= 


it 1 
найти Ye " оценить погрешность. 
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1526. Проверить, что для углов, меньших 28°, погреш- 


ность, которая получится, если вместо SiNx взять выражение 
3 


x 


+=, будет меньше 0,000001. Пользуясь этим, вычис- 
лить sin20° с шестью верными цифрами. 

1527. Найти cos10° с точностью до 0,001. Убедиться в том, 
что для достижения указанной точности достаточно взять соот- 
ветствующую формулу Тейлора 2-го порядка. 

1528. Пользуясь приближенной формулой 

ext xt 


Infit+x)=x-4-+4--4, 


найти ш1,5 и оценить погрешность. 


х 





§ 6. Кривизна 
В задачах 1529-1536 найти кривизну данных линий. 
1529. Гиперболы ху =4 в точке (2, 2). 
2 
1530. Эллипса x + x = 1 в вершинах. 
а ь 
1531. y= x" - 4х3 -18x? в начале координат. 
в: 9 
1532. y° = 8x в точке (, 3). 
1533. y =Inx в точке (1, 0). 
1534. у= In(« + vi+2") в начале координат. 


1535. y=sinx в точках, соответствующих экстремальным 
значениям функции. 
3 
1536. Декартова листа д? + у? = 8axy в точке (24, 2a). 


В задачах 1537-1542 найти кривизну данных линий в про- 
извольной точке (x, у). 


1537. y= 2°. 1588. 5-4 =1. 1539. y = Insec x. 


2 2 2 л "т 
1540. х ну? =a. 1541. 25 +2 >= 1. 1542. уласву,. 


В задачах 1543-1549 найти кривизну данных линий. 


1543. x=3t?, y =3t-¢° при! =1. 
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1544. x=acos*t, y=asint при t=t,. 

1545. x=a(cost+¢tsint), y=a({sint-tcost) при t= 2° 

1546. x=2acost-acos2t, y=2asint-asin2t в произ- 
вольной точке. 

1547. р=а* в точке р=1, o=0. 

1548. р = ap в произвольной точке. 


1549. p= ag* в произвольной точке. 
2 з 
1550. Найти радиус кривизны эллилса S45 =1 в той его 
в 


точке, в которой отрезок касательной между осями координат 
делится точкой касания пополам. 

1551. Показать, что радиус кривизны параболы равен удво- 
енному отрезку нормали, заключенному между точками пересе- 
чения нормали с параболой и ее директрисой. 

1552. Показать, что радиус кривизны циклоиды в любой ее 
точке вдвое больше длины нормали в той же точке. 

1553. Показать, что радиус кривизны  лемнискаты 

2 


р? =a’ cos2@ обратно пропорционален соответствующему по- 
лярному радиусу. 

1554. Найти окружность кривизны параболы у 
(1,1). 

1555. Найти окружность кривизны гиперболы ху=1 в точ. 
ке (1, 1). 

1556. Найти окружность кривизны линии у=е” в точке 
(0, 1). 
1557. Найти окружность кривизны линии y=tgx в точке 


(=. 1). 


1558. Найти окружность кривизны циссоиды (2? +9*=- 


2 





x° в точке 


-2ау? =0 вточке (a, a). 


В задачах 1559-1562 найти вершины (точки, в которых 
кривизна принимает экстремальное значение) данных линий. 


1559. Jx+Jy=Va. = 1560. y=Inx. 1561. y=e*. 
1562. x = a(3cost+cos3t), у= a(8sin¢ + sin 8). 
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у 1563. Найти наибольшее зна- 
чение радиуса кривизны линии 


р = аз? 5. 
1564. Показать, что кривизна 
в точке Р линии у= f(x) равна 


у" cos! а, где а - угол, обра- 


зуемый касательной к линии в 

м точке Р с положительным на- 
Рис. 22 правлением абсцисс. 

1565. Показать, что кривизну 

линии в произвольной точке можно представить выражением 


[ааа тде © имеет то же значекие, что и в предыдущей 


задаче. 


1566. Функция f(x) определена так: /(х)= x? 


в интервале 


roc xsl, f (x)= ах? +6х+с в интервале 1<х < +. Каковы 
должны быть а, Ь, с, для того чтобы линия у= f(x) имела вез- 


де непрерывную кривизну. 
1567. Даны (рис. 22): дуга АМ окружности с радиусом, рав- 


ным 5, и с центром в точке (0, 5) и отрезок BC прямой, соеди- 
няющей точки Bil, 3) и c(i, 66). Требуется точку М соеди- 


нить с точкой В дугой параболы так, чтобы линия АМВС имела 
везде непрерывную кривизну. Найти уравнение искомой пара- 
болы (взять параболу 5-го порядка). 

В задачах 1568-1574 найти координаты центра кривизны и 
уравнение эволюты для данных линий. 


1568. Парабола п-го порядка y = x”. 


2 
1569. Гипербола 2-4 =1. 
а 8 


2 2 2 
1570. Астроида x? +y* =a%. 
1571. Полукубическая парабола y = ax’, 


1572. Парабола x =3t, y=t?-6. 


3 


1573. Циссоида у? = в 


1574. Линия х=а (1 + cos’ # )sin t, y=asin’ tcost. 
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1575. Показать, что эволюта трактрисы 
x= -a(intg£+ cost), y=asint 


есть цепная линия. 

1576. Показать, что эволюта логарифмической спирали 
p= а? представляет собой точно такую же спираль, только по- 
вернутую на некоторый угол. Можно ли так подобрать а, чтобы 
эволюта совпала с самой спиралью? 

1577. Показать, что любую эвольвенту окружности можно 
получить путем поворота одной из них на соответствующий 
угол. 

1578. Показать, что расстояние некоторой точки циклоиды 
от центра кривизны соответствующей точки эволюты равно 
YABOeCHHOMY диаметру производящего круга. 


1579. Эволютой параболы у? =4Apx служит полукубическая 
парабола ру’ = He -2 ру . Найти длину дуги полукубической. 


параболы от острия до точки (x, у). 


1580. Найти длину эволюты эллипса, полуоси которого рав- 
ныаи6. 


1581. Показать, что эволютой астроиды x = acos*t, 


y=asin®t является астроида вдвое больших линейных разме- 
ров, повернутая на 45°. Воспользовавшись этим, вычислить 
длину дуги данной астроиды. 

1582*. Показать, что эволюта кардиоиды x = 2acost— 
~acos2t, y=2asint-asin2t есть также кардиоида, подобная 
данной. Воспользовавшись этим, найти длину дуги всей кар- 
диоиды. 

1583*. Доказать теорему: если кривизна дуги некоторой ли- 
нии либо только возрастает, либо только убывает, то окружно- 
CTH кривизны, соответствующие различным точкам этой дуги, 
не пересекаются и лежат одна внутри другой. 





Глава У 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 


$ 1. Определенный интеграл 
и его простейшие свойства 


1592. Выразить с помощью интеграла площадь фигуры, 
ограниченной следующими линиями: 
A Boe a eh ape 
1) осями координат, прямой x = 3 и параболой y= x° + 1; 


2) осью абсцисс, прямыми х=а, x=b u линией y =e" +2 
(o> а); 

3) осью абецисе и дугой синусоиды y=sinx, соответ- 
ствующей первому полупериоду; 

4} параболами у = хи y=8- x; 


vx; 


6) линиями y = шх и у= №2 x. 

1593. Фигура ограничена осью абсцисс и прямыми y = 2x, 
x=4, x=6. Найти площади входящих и выходящих п-сту- 
пенчатых фигур («лестниц»), разбивая отрезок [4, 6] на равные 
части. Убедиться, что оба полученных выражения стремятся 
при неограниченном возрастании п к одному и тому же пределу 
5 - площади фигуры. Найти абсолютную и относительную по- 
грешности при замене данной площади площадями входящих и 
выходящих л-ступенчатых «лестниц». 

1594. Криволинейная трапеция с основанием В, 3] ограни- 





5) параболами у=х? иу= 


чена параболой у = х?. Найти абсолютную и относительную 


погрешности при замене данной площади площадью входящей 
10-ступенчатой «лестницы». 
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1595. Вычислить площадь фигуры, огра- £ 


2 
ниченной параболой y = a прямыми x = 3, 


x=6 и осью абсцисс. 
1596. Вычислить площадь сегмента, отсе- 


каемого прямой у = 2х +3 от параболы у = х?. 


1597. Вычислить площадь параболического 
сегмента с основанием @=10 см и стрелкой 
h=6 см. (Основанием служит хорда, перпен- Рис. 28 
дикулярная к оси параболы, рис 23.) 

1598. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 


y= x? -4х+5, осью абсцисс и прямыми х=3, х=5. 


1599. Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугами 
2 


парабол у = 137 иу= 8-45. 
1600. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабола- 
ми у=х? -6x+10 иу=бх-х”. 
1601. Вычислить площадь, заключенную между параболой 


у=х? -2х+2, касательной к ней в точке (3, 5), осью ординат 
и осью абсцисс. 

1602. Материальная точка движется со скоростью v = 2t + 
+ 4 см/с. Найти путь, пройденный точкой за первые 10 с. 

1603. Скорость v при свободном падении равна gt. Найти 
путь, пройденный за первые 5 с падения. 

1604. Скорость движения, пропорциональная квадрату вре- 
мени, в конце 4-й секунды равна 1 cm/c. Чему равен путь, 
пройденный за первые 10 с? 

1605. Известно, что сила, противодействующая растяжению 
пружины, пропорциональна удлинению ее (закон Гука). Растя- 
гивая пружину на 4 см, произвели работу 10 Дж. Какая работа 
будет произведена при растяжении пружины на 10 см? 

1606. Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно произвести 
работу 20 Дж. Насколько можно растянуть пружину, затратив 
работу 80 Дж? 

1607. Скорость v радиоактивного распада является заданной 
функцией времени: v = v(t). Выразить количество т радиоак- 
тивного вещества, распавшегося за время от момента Ту до мо- 
мента 7: а) приближенно — суммой, 6) точно — интегралом. 
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1608. Скорость нагревания тела является заданной функци- 
ей времени w(t). На сколько градусов © нагреется тело за вре- 
мя от момента То до момента Т\? Выразить решение : а) при- 
ближенно — суммой, 6) точно — интегралом. 

1609. Переменный ток Г является заданной функцией 
времени Г = Г(#). Выразить (приближенно — суммой и точно - 
интегралом) количество @ электричества, протекшее через по- 
перечное сечение проводника за время Т, считая от начала 
опыта. 

1610. Напряжение Е переменного тока является заданной 
функцией времени Е = ot); ток Г — тоже заданной функцией 


времени J = y(t). Выразить работу А тока за время от момента 
р: 


То до момента Ty: а} приближенно - суммой, 6) точно — инте- 
гралом. 

1611. Электрическая цепь питается батареей аккумуляторов. 
В течение 10 мин напряжение на клеммах равномерно падает 
от Е =60В до Е=40В. Сопротивление цепи R= 200м. 


Найти количество электричества, протекшее через цепь за 
10 мин. 

1612. Напряжение электрической цепи равномерно падает, 
уменьшаясь на а = 1,5 В в минуту. Первоначальное напряжение 
цепи E, = 120 В; сопротивление цепи В = 600m. Найти работу 


тока за 5 мин. Индуктивностью и емкостью пренебрегаем. 

1613. В цепь равномерно вводится напряжение. В начале 
опыта напряжение равно нулю. По истечении минуты напря- 
жение достигает 120 В. Сопротивление цепи равно 100 Ом. Ин- 
дуктивностью и емкостью пренебрегаем. Найти работу тока 
в течение одной минуты. 

1614. Прямоугольная стенка аквариума, до краев наполнен- 
ного водой, имеет основание а и высоту $. Выразить силу P 
давления воды на всю стенку: а} приближенно — с помощью 
суммы, 6) точно - с помощью интеграла. 

1615. а) Вычислить силу P, с которой вода, наполняющая 
аквариум, давит на одну из его стенок. Стенка имеет форму 
прямоугольника. Длина ee а=60 см, а высота 6 = 25 см. 
6) Разделить горизонтальной прямой стенку аквариума так, 
чтобы силы давления на обе части стенки были одинако- 
выми. 
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Вычисление интегралов 
суммированием 


1616. Непосредственным суммированием и последующим 


1 

переходом к пределу вычислить интеграл | е*ах. (Интервал 
0 

интегрирования делить на м равных частей.) 


1617. Непосредственным суммированием и последующим 
ь 


переходом к пределу вычислить ах, где k - целое положи- 
а 
тельное число (интервал интегрирования делить на части так. 
чтобы абсциссы точек деления образовывали геометрическую 
прогрессию). 
1618. При помощи формулы, полученной в предыдущей за- 
даче, вычислить интегралы: 
19 а+2 4 2a 
1) fear: 2) Jraxs 8) fear; 4) бах 
о а-2 2/2 а“ 
а 
5) Jee ~x+1)dx; 
0 
5 0 В 
8) fe -a)(x—b)dx; 9) JS ax; 
~a 


а 


т 2,5 
2. 2 
6) peta; 7) fers+t)ae; 
о 1 


1 
10) | (= 2х; 
0 





2 3 
11) Jax: 12) ]= dx; 
о 1 








1619*. Найти lim [ее 
a 


im. ) при #>0. Вычислить 


приближенно 1° +25+...+100°. 


1620. Непосредственным суммированием и последующим 


2 

п. 

ереходом к пределу вычислить интеграл Je (Интервал ин- 
x 


1 
те 
ы трирования делить на части так, чтобы абсциссы точек деле- 
‘ия образовывали геометрическую прогрессию.) 
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1621. Для интеграла Je составить интегральную сумму, 
1 
разбив интервал интегрирования Ha п равных частей. Сравнив с 
результатом предыдущей задачи, вычислить 


; ee eee e 
dim (Е tier pe 2). 


= + a = 
1622*. Вычислить jim (+ +o + +. aot =) (а целое 


же: a 
число). Подсчитать приближенно Too + тот + Too +.--+ 00° 


1623*. Непосредственным суммированием и последующим 
переходом к пределу вычислить интегралы: 


1) [ean 2) Jin sae 3) о 


{B 1} pen ера питогрированая на равные части, 
в2) и 3) - как в задаче 1620. ] 


$ 2. Основные свойства 
определенного интеграла 


Гесметрическая интерпретация 
определенного интеграла 


1624. Выразить при помощи интеграла площадь фигуры, 
ограниченной дугой синусоиды, соответствующей интервалу 
Osx 2x, и осью абсцисс. 


1625. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кубиче- 
ской параболой у = х? и прямой у=х. 

1626. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабола- 
ми у=д? -2х-З иу=-х? +6x-3. 

16а. Berens площадь фигуры, ограниченной кривыми 
yon un у=х* -1. 


Оценка интеграла 


19 


1628. Доказать, что интеграл ] 3 5 
ce) 


меньше чем =. 





д3+16 


123 
2 
1629. Доказать, что интеграл [= 


о 


“*dx заключен между 





и 2е?. 
В задачах 1630-1635 оценить интегралы. 





8 2 
аа, 2 5л/4 
1630. [2x 1631. [а43ах. 1682, еше ках. 
1,5 0 к/4 
5/2 м с 
1633. J Fees 1634. Jearctg vax. 1635. ] ед. 
¥3/3 Ye 


1636. picid (не Пя какой из интегралов больше: 


1) fx dx или |. Зах; 2) je dx или ро 


ат. а: какой из es а 


1) jee dx или fo dx; 2) jo dx или jp dx; 


2 
3) finds или м 4) ры или [буш 
1 


1638. $5 
Доказать, что У, +3 ах < “2 › воспользовавшись не- 


равенством о 


6 [а b, 
Глоба | < [ip Par ПАЯ 


Убедиться, 
оценку. 
1639. Доказать, исх 
следующие предложения: 
а) если функция f(x) на отр 
вогнутый график, то 


что применение общего правила дает менее точную 


одя из геометрических соображений, 


езке [а, 5] возрастает и имеет 


2 
(6 -а)/(а)< дах <(- а), 
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6) если функция f(x) на отрезке [, 8] возрастает и имеет 


выпуклый график, то 
b 
© - a) LOMO) < | p(x)ax <6-а) 


8 


2 
1640. Оценить интеграл ] хх 
2 


Lx’ 





пользуясь результатом зада- 


чи 1639. 


1 
1641. Оценить интеграл fu + x‘dx, пользуясь: 
Г 


а) основной теоремой об оценке интеграла, 
6) результатом задачи 1639. 
в) неравенством Коши-Буняковского (см. задачу 1638). 


. Среднее значение функции 


1642. Вычислить среднее значение линейной функции 
y=kx+b на отрезке [a> x]. Найти точку, в которой функция 
принимает это значение. 

1643. Вычислить среднее значение квадратичной функции 
у=ах? на отрезке [x xo]. В скольких точках интервала 


функция принимает это значение? : 
1644. Вычислить среднее значение функции у = 2х7 +3х +3 


на отрезке р, 4]. 
1645. Исходя из геометрических соображений, вычислить 


fa? — x2 
среднее значение функции у = ya" — x 


1646. Исходя из геометрических соображений, указать 
среднее значение непрерывной нечетной функции на интервале, 
симметричном относительно начала координат. 

1647. Сечение желоба имеет форму параболического сегмен- 
та. Основание его а =1 м, глубина fh = 1,5 м (см. рис. 23). Най- 
ти среднюю глубину желоба. 

1648. Напряжение электрической цепи в течение минуты 

= и 
равномерно увеличивается от Ey = 100B до Е, =120B. Найт! 


на отрезке [- а, а]. 


среднюю силу тока за это время. Сопротивление цепи 10 Ом. 
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1649. Напряжение электрической цепи равномерно падает, 
‘убывая на 0,4 В в минуту. Начальное напряжение в цепи 100 В. 
Сопротивление в цепи 5 Ом. Найти среднюю мощность в тече- 
ние первого часа работы. 


Интеграл с переменным пределом 


1650. Вычислить интегралы с переменным верхним пределом: 


x x о. 
1) fax: 2) fedex; 3) J(-2)e. 
0 а 1 


1651. Скорость движения тела пропорциональна квадрату 
времени. Найти зависимость между пройденным расстоянием $ 
и временем ¢, если известно, что за первые 3 с тело прошло 
18 см, а движение началось в момент ¢ = 0. 

1652. Сила, действующая на материальную точку, меняется 
равномерно относительно пройденного пути. В начале пути она 
равнялась 100 Н, а когда точка переместилась на 10 м, сила 
возросла до 600 Н. Найти функцию, определяющую зависи- 
мость работы от пути. 

1653. Напряжение электрической цепи равномерно меняет- 
ся. При ё =& оно равно Ej, при # =& оно равно Е›. Сопротив- 
ление К постоянно, сомоиндукцией и емкостью пренебрегаем. 
Выразить работу тока как функцию времени ft, прошедшего от 
начала опыта. 

1654. Теплоемкость тела зависит от температуры так; 


2 a 
¢=cg+ot+ Bt". Найти функцию, определяющую зависимость 


количества тепла, полученного телом при нагревании от нуля 
до &, от температуры ¢. 


1655. Криволинейная трапеция ограничена параболой 


y=x?, осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение 
приращения AS и дифференциала dS площади трапеции при 
Х = 10 и 4х = 01. = 


1656. Криволинейная трапеция ограничена линией 


= 2 a > и 
У = Ух? +16, осями координат и подвижной ординатой. Найти 


Значение дифференциала 45 площади трапеции при x=3 и 
Ах = 0,2. 
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1657. Криволинейная трапеция ограничена линией у = Е р 
осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение прира- 
щения AS площади, ее дифференциала 45, абсолютную («) и 
относительную ( = =) погрещности, возникающие при замене 
приращения дифференциалом, если х=4, а Ах принимает 
значения 1; 0,1 и 0,01. 


1-14 
уе 





x 
1658. Найти производную от функции У =| dt при 
0 


х=1. 


x 
1659. Найти производную от функции у= ] sinxdx при 
0 





rela 


= ak 
x50, х=дих 
1660. Чему равна производная от интеграла © переменным 


нижним и постоянным верхним пределом по нижнему пределу? 
5 
1661. Найти производную от функции у= Аа» при 
х 
= =3 
х=0их=у. 


2х 


1662. Найти производную по х от функции у= j чих ах. 
0 





1663. Найти производную по х от функции: 


= 1 
1) putes 2) finxde. 
2 x 


2 
1664*. Найти производную по х от функции fi? хах. 
x 
1665. Найти производную по x от функции у, заданной не- 


у x 
явно: [eae + Jooseae =0. 
о a 





Puc. 24 


Puc. 25 


1666. Найти производную по x от функции у, заданной па- 

раметрически: 
р 1 п т 

1x = [sineat, y= [cost ats 2) x= feinear, ve fe Inedt. 
0 0 1 2 


1667. Найти значение второй производной по 2 от функции 








x 
1668. При каком значении х функция T(x)= free име- 
о 
ет экстремум? Чему он равен? 
1669. Найти кривизну в точке (0, 0) линии, заданной урав- 


x 
нением: y = fa +#)in(t+2)de. 
о 
1670. Найти точки экстремумов и точки перегиба графика 
x 
функции y = {le -Зх + 2)ах. Построить график этой функции. 
о 


1671. По графикам функций, данным на рис. 24 и 25, выяс- 
нить вид графиков из первообразных. 


Формула Ньютона-Лейбница 


1672. Вычислить интегралы: 


: ; 
у ies 2) je 3) fave as; 4) ic +1)'ax; 
1 4 1 1 
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5) [+5 © [We -We)aes т) he 
1 





ed 


8) 


нь 


ь 
det ар Ea = 
Lt ats о | (a>0,6>0); 10) 8-0 dz, 
2 
1673. Вычислить интегралы: 


x т 
1) foinxax; 2) foosxaz 
о о 


(объяснить геометрический смысл полученного результата); 
3/2 


6) ] =. 


1/2 


1674. Функция f(x) имеет равные значения в точках X= a 








3 Ria 
3) ferax: 4) Глеб? хаху 
о о 


ь 
и ХЕБ и непрерывную производную. Чему равен [годах 
а 
1675. Касательная к графику функции y=f(x) в точке 


с абециссой x = а составляет с осью абсцисс угол з и в точке 


с абсциссой x = - угол i 


& 6 . 
Вычислить [годах и Jr@)re)ax: 7’(x) предполагается 
а ‘ 


непрерывной. 








Глава Vi 


НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
$ 1. Простейшие приемы интегрирования 


В задачах 1676-1702, воспользовавшись основной таблицей 
интегралов и простейшими правилами интегрирования, найти 


интегралы. 
1676. [/еах. 1676. [ах 1678. [ 2. 
Е 
x ee, а: 
1679. J 10%dx. — 1680. fe dx. 1681. =. 
1682. Je 1683. [Зах ах. 1684. [а-2даи 
1685. [+ 1)(e - Vx +1)dx 


1687. [ик — 5x Jax. 


1686, [=e ay, 
а 


1688. { (=z) az 1689. fear. 





1690. Ра. 1691. а» 
162. [te 1698. [2725 ae, 

ат 

4408? x 2 
1694, just ах. 1695. екран. 
. 1696. fee? ха. 1697. [ ctg” xdx. — 1698, fesin® ах. 

1699. poate 1700. js (+=) ах 

2 (14x) (+2?) 
1701. Joo = 1702. (eee 


S—2102 
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i В задачах 1703-1780 найти интегралы, воснользовавиись 1738. т. 1739. fa р 1740. J 
4 теоремой об инвариантности формул интегрирования. cz 
ы 2, 
1703. fsinzaGinz). 1704. fte*xa(tex). 1741. fz. 1742. Je ede, 1743, Jés ede 
: 1705. joven. 1706. [ (x +1)*ax. 1744. [tgxdx. 1745. aes 1746. а 
i эх 
1707. (aye - 1708, | —#— (c #1). 1747. [ош @х + tax. 1748. [simtedx. 1749. |4. 
(ax-3) (a+bx) 


1750. fear. 1751. [стат x). 





1709. Ive - зах. 1710. | ¥8=2% ах. 

| 1752. fen Feosxdx. 1753. ] a™dx. 1154. fartax. 
| 

; 


ати. [ах але. [24 +14». 
Е 
foros) 1755. fe*ax. 1756. fe" ха» 1787. [ак it 





























| 
| | 
| 1713. [ху - д? ах. 1714. |293 +2 dx. (= | 
Е J J 1758. | ео. ==. пиво. fae. i 
xdx х* 4х 1-Е vi-25x? 1+9x 
1715. 5 : 1716. | =. : 
ae 1761 1762. [4 ae | 
лит. [+ Me zis. [ee | | ВЕ а] Дт 
Yeu 25 5+6 Leis ‘ ' 
sinxds 1764. f 1765. | —-. 1766. fa. 
1719. f sin? хоовх dz. 12, [ 22%. rome Pd 


+1 
1721. Peed 1722. oe xsin 2x dz. wer. | fie 1768. [ак 1769. |i. 


ak ито. | тебе. ти. [A atax. ит. | (с +1)’ ax 


а? +sin? @ 


| 
1773. J 4х. 1774, ета». 1775. м 
i 


1723. | Me ax, 1724, м, 


. dx . 1726. | и — 
res р er San xfirtge” 





1776. р 1777. es д. 1778. i 





(i+Inx) 
1727. foosaxa (ax). 1728. js ея (x mi 42-1} ` 
1729. { совЗх dx. 1730. { (cosa - cos 2х) ах. 1779. пя ах. 1180. р 
|] Г ] ers 
1731. [боя -s)ax. 1732. foostt - зах. В задачах набат найти интегралы, выделив целую 
часть подынтегральной дроби. 
2 Г В 
1783. Ie io dx. 1784. fe" sin(e*)ax. Wei. [Ерах. 1782. [etd 1783. | Аках 








arosinx 28x48 4 | 
5 | 


1735, | 2 b+") 1796, f2ese. 177. (=-3)ах. тва. [Stax 1785. [PN таб. Га. 
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(1+2) 





1787. poet 1788. fae. 


1789. ee 1790. jz de 


В задачах 1791-1807 найти интегралы, использовав прием 
разложения подынтегрального выражения и прием выделения 
полного квадрата. 


ито. [oe 1792. [р 1798. | я. 




















1794. Г 1795. [2jthdx. 1796. 
1797. (=. 1798. fe. 1799. 
1800. и = 1801. |=. 1802. 
1808: Гай +4х+5` ak ee (2x+3)" 1806. 


Tepe: > eu. [ети у 


В задачах 1808-1831 найти интегралы, использовав форму- 
лы тригонометрии для преобразования подынтегрального вы- 
ражения. 


1808. Joos? жал, 1809. fsin?xdz, 1810. {r# 











l-cosx* 
1811. |. 1812. jest dx. 1813. fusteax. 
1814. fle xttg! x)dx. 1815. | ие. 
1816. [ cosxsin3x ах. 1817. [сов 2x cos 8x dx. 
1818. fein 2x sin 5х ах. 1819. Jeos.xcos 2х cos 8x dx. 
1820. ft. 182. [1-49еах 1822. | sited. 


1823. 





costzd® 1824. famean. 1825. Jee 


sint x ‘cos а cost x” 


1829. 





тЫ 
1826. f cos'xdx, 1827. feet хах. 1828. [зао xdx. 
J 


sin'xdx. 1830. fee? ах. 1831. [4 


sin? x” 
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5 2. Основные методы интегрирования 


Интегрирование по частям 


В задачах 1832-1868 найти интегралы. 
1882. [этажах 1833. Jrcosxax. 1834. Jxeax. 


1835. fxs*ax. 1836. fz" inzax (n #-1). 
1837. [ато xdx. 1838. fare cosxdx. 1839. атоме Ух ал. 
aresinx 2 2 
1840. | aint de. 1841. fete хах. 1842. J xoos? x dx. 
а xaretg x aresin yx 
1843. fe 1844, ее». 1845. | sind de. 
2 ade 
1846. fine тя 1847. rea 
1848. [fee 1849. f x"In(t + x)dx. 
+x" 
1850. [x%e*dx. 1851. fx%eTax. 1882. feeras. 
1853. fe sinxds, 1854. [57 со’ хак. 1855. fin? ae. 
In? * 2 
1856. | Шблах. 1857. Дура». 1858. {(aresin хх. 
1859. ето х}хах. 1860. fe sinx dx. 
1861. Je? (in 2x - cos2x)dz. 1862. fee cosnx dx. 


1-х? ° 


1866*. | +х?4х. 1867. т 1868. ие sin ах, 


1868. [sininxdx. 1864. feosinzds. 1865%. Г 


Замена переменной 


В задачах 1869-1904 найти интеграл. 


1869. ds = 22 

[= am {подстановка x +1 = z*). 

1870. fee. 1871. fesse =. 1872. |4. 
я ый ху 
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1873. [3th stl ах. 1874. ] 4=_. 1875. j= ах. В задачах 1905-1909 найти интегралы, применив сначала | 
avx-2 1+: {х+1) замену переменной, а потом интегрирование по частям. | 
fe dx vz ind | 

1976, [ках 1877. [dee 1878. —_ 1905. [ eFax. 1906. [sin Ve dx. 

; a 
1879. oe {подстановка x = 2°). 1907. eee. 1908. faster. 
x —Yx 1-х^ 
(dx. 1881. [22 —. 1882. [Е ах. 
зав. [apf tam fy 1082 [re toe. jt ar. | 

1883. fe {подстановка e* +1 = 2*). | 

ет +1 Разные задачи И 
dx. Vi+inx | | 

1884. | тг ^^ 298% риа». В задачах 1910-2011 найти интегралы. | 

$ | 

1886. fu + cos” x sin 2x cos 2x dx. 1910. fe +1Wx?+2xdx. 1911. fe + et) eax, | 

| 
Intgx _а84к_ oe sinx ря 
1887. [т ах. 1888. ГЕ fee. 1912. [S-dx. 1918. fsdtar. 1914, fe eX etdx. | 
я 1890. fa {подстановка x =1, или x=atg2, или 1915. [хсовх?ах, 1916. [ 2—3 Fd ах. 
ae ча? 
р т ая). 1917. [27-85 dx, 1918. (2%, 
$ 1891. Jz (подстановка x = asinz ). 14823 -x' ies 
р atx? 
г dx 
4 1892. [ai (подстановка x = a. или х=, ees или 1919. Jeg Tere)" 1920. | ее: ° 
1 ы 2x43 2x1 
р пал. [228 dx. 1922. Галич. 
a 
. соз Vx ae 
aay 1923, Je ах. 1924. Joe тт 
1925. [nde 1926, |= ах 
x (-n?x) (x?+1) 
(arete x)" % 
1927, | “EE ae. 1928. и 
' 1929. fozear. 1930. [59 ха, 
: 2/4 2 dx : cos? x cos? x 
: 1900. fx2Va-x?ax. 1901. Ip Е - | 
| 1981. [yte?xsectxdx. = 1982. JQ-tgax)rax 
Ё я. [14 *. 1904». fede 
| 1902». f Sh ae 1903 fa Г (asze) 1933. jee. 1934. | =a 1935. JX 


маны 





136 ГЛ. М. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ § 3. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 137 





































































































d: 
1936. | Л 1987. | rat x de. 1986. [= 1987. [ЗЕ-В ах. 1988. | Мах. 
6 хх? +4 х 
1938. ох + 005.2) 4х. 1939. foro dx. 1080. | - a. 1990. ipa dx ore js eo 
12-3 9: 
1940. dx. 1941. 4. 1942. & 
Ie Ie 2-6х+5 —- 1992. | . 1993. IZ Ye dx 1994. je dx 
пах (нах (x-8)dx 242 irs (тн) ‘i 
1943. = 1944. 1945. | 7 
%2=- рн, votes =. [4 1996. (—2x—. 1997. [ABE ae, 
(Bx-1)dx (8x-1)dx 1995 25 {ax+o)vx x 
3 7 
1946. eal 1947. т. ных ( a ) 
2x45 _3-4x ay 1998. | ~“_. 1999. | 54. 2000. | == 
1949. Га к. 1950. [3545 ах. Пя ГЕ СЕ ЕЕ 
1951. (A824, обо, [6-54 1953, af a 2001. [i ax. 2002, | és. 
bx? 46x418 Vax? +9х+1 Vax? -11x+2 xe (+=) 
194. (2%. 1955. [ (Fax. 1956. farctgxar. eg ee ebee Jax 
. У ands ы з Де” ^ 
1957. Jxsinxeosx ах. 1958. je cos wx dx. 5 
2005. { ve" -1dx. 2006". ners ae, 
1959. fex%ax. 1960. fineszar. 1961. (Eade. 
cos? in 2007. |4. 2008. [агосоз Е; ax. 
<? ах cos? 3x bo ae хб+х 
bia rc a eg sings 61. 1964. Гы. 2009. Пек д 
sin 2x dx dx 2-1 РУ 
1965. Jee =. 1966. | 2. 1967, f «тах. Ре [= a зо. [4 —. 








1968. fevrae. 1969. fe ях, 1970. Jes Sts dx, . | 














ore eo fee faszzax ‘sys: fe ain? ead. $ 3. Основные классы | 

2 sin? x интегрируемых функций ! 

(не х)ах 1-шх 4$ Е 

1974. зи; 1975. теще Ot == Дробно-рациональные функции 
1977. Геля. 1978. р Aone dx. 1979. i ах. В задачах 2012-2067 найти интегралы. 

A+sin x (ня sin? x sing 1) Знаменатель имеет только действительные различные 

a корни. 
1980. | Швхах, 1981, fx%e"dx. 1982. fe“ ха. aor, [а aos. [245 
2_ 2 
За Ag. yl -«*) 2014. ease 2015. |. 
1983. | yey. 1984. [ Ех 1985. (Yar. J Te-fersa-ay2** 2015 lets 
-х 
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2016. Гера». 2017. а». : 4) Знаменатель имеет комплексные кратные корни. 
ro 
зе 
2018. | Baxdx > 2019. | Е: . 2048. ley dx. 2049. iz est ea 
(2x-1) (42?-162+15} xh -Bx° 42 й ри 
тв) ава 2050, | 6-х, 2051, [EA 
2020. f are 2021. [= а thax. ] (2-6xe18)" J (ен) 
Ей Знаменатель имеет только действительные корни; не- 2052. ] fe 7 2053. Г = о 
которые корни — кратные. х2 +9) (4х) +х 
(x?-ax+2)ax 
2022, |. 2023. | (222) 4. a. а. 
a fers 2054. | ay 2055. Гы 
2 3 
2024. =. 2025. ара». 5) Метод Остроградского. , | 
2026. [вах 2027. [—4=_. 2056. [2+2 дл. 2057. a | 
(= vat ак бен} | 
хак 29-62" 40x47 2058. [ен ax. 2059. и 
208. | eer 2029. [вита р ] ры) 
ах 
2030. [1 ах. 2031. [24 2060. т: 2061. | 4. 
Л (ey J ree ) J бы? J alu) 
(окнах (18-9) ах 2062. [——é 2063. [62 
He. J (et) (x 4e2432) ss. ] to +бх?" J (x?+2x+10) ] рана] 
atx? th g . [Sta 2064. aac 2065. sear 
2034. des at ds. 2035 Га Е ах. ] em ew ae | ах 
8) Знаменатель имеет м ные, ‚корни. 2066. f pepe eae ae 2067. т 
bx x 
2036. em} 2037. |-4=;. 2088. f 2%. 
Pores Г (ox? 3x-8) dx saan. [4 на Некоторые иррациональные функции 
(х-1) (x?-2245 Вых -1` В задачах 2068-2089 найти интегралы. 
2041. { . Ee : | ae ee | 
041 fi 1х4 2042. Ie (x 241) (: (42) 2048, Ея 1) Функции вида Re, fe. fe) | 
3524243 4х 24344144 2068. 2 a 
2044. пы Gal 2045. [пена Е < Ete) ово. | ау; | 
( -$) dx dx 207 1-х | 
2046. [Se 2047*. |4. 0. eer 2071. | fee. 
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2072. ] pote dx. 2073. ее ИЕ gy, 
2074. [Е de. 2075*. a 


2) Дифференциальные биномы x(a + вх" рак. 


2076. ках. 2077. Jefe #) "ae. 


2078. | wa 2079. Jey + 2) ae. 











2080. Sy yor 2081. x= 
2082. [Ia dz. 2083. {Het ax, 
Е 
Vive 4х 
2084. | UY ae. 2085. |. 
Lex? dx 
noes. [TF de, в ee 


2088. fied - ах. 2089. [+ тах. 


Тригонометрические функции 


В задачах 2090—2131 найти интегралы. 


2090. [ша хоов? xd. 2091. fame sink dy, 
cont = 
209. |. 2093. [зи 
cog xsin® x cos” x 
—_& а 
204. | A 2095. | 
2096. sinxdx ь 2097. Jes cosxdx 
{1-cosx)® (1-cos x)? 
2098. f cos’ x ах. 2099. fote* хах. 


2100. J te’ ах. 2101. J 
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dx cos" азии 2 
2102. [—2-. 2103. j mt dx, 
ain? x cos? x~sin? x 
— =n 2105. | 4 _. Е 
2104. | aoe Jace 
dz de 
2106. ит. 2107. Jee 
cos’ хах dx 
2108. fe 2109. fate 
dx ae 
2110. fate 2111. | Sans" 
Q-sinx sin? xdx 
2112. | $sint ds. 2113. [хе 
dx dx 
2114. | Digardcee” 2118: eee у 
ах. ах 
2116. | у ротаезовьт 2111. [= x+5sin? x 
у 4. 2119. a 
2118. ея а 
. dx . 2121. dx 
aut тт. х+5? cos? x Jeet or 
2122. т. 2123. | ЛУышт ал. 
sin® z= cos? x 
2124, Je vet 2125+. fosze 2x g 
ain xoosx @ sin’ x 
dx 
Wee 28 Iga 
(cos 2x-3)dx 
2128. [VIF coseex dx. 2129. ети 
2130. 2131. [Мах ах. 


f dx 
sing Jeos* & 


Гиперболические функции 


В задачах 2132-2150 найти интегралы. 


2132. 


2135. 


Jonxax. 2133. Jonede. 


Jats ах 
chz+shx" 





2136. fee ax + sh? ax)ax 
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2137. fon? vax. 2138. fin? хах. 2139, в? хах. 


2140, f sh'xdx. 2141. fon? xdz. 2142. и ах. 
2143. f sh?xch'xdx, 2144. [ов ха. 


d. ds 
2146. |4. azar. | в 











2148. fvthe dx, 2149. fee. 2150. fe. 
sh? x 


Рациональные функции OT хи Vax? +bx+¢ 
В задачах 2151-2174 найти интегралы. 


2151*. 


ВЫ 2152. |= —. 
= i 
а. а: 
2153. р тети a, 2154. ет т. 
2155. f vege dx. 2156. | те 
к +e 
2157. 4х ь 2158. [ vx? - 2x -1ах. 
peers: J EES - 


2159. [vs2?-9x +14. 2160. -че- па». 


= Ра 
2161. l= 2162. | ет 
2163. =. 2164. [de 
[иене Le ere 
2165. Гы, 2166. [85-85 ax. 
4х2 2+5 32-х 
2167. [34 _. 2168. [atta 
Те Га 2+2х+2 = 


2169. | 3228245 ax. 2170. | =e. 
¥x?—42-7 hes 


173. +, 
ы ны х2+2х-3 
vox? {e-Ldx 

ах 2173. 

aire re а : iz ox? —Ox41 
(2x+3)dx 
2174. . 
J x?42x43) х2+2х+4 | 


Разные функции 


В задачах 2175-2230 найти интегралы. | | 




















2175. i x aie 2176. [oe | 
2177. Г «Vara dx, 2178. | и. | 
ее 

2181. |=. 2182. 


er 


args, [боях 2184. {{c? +34 +5)eos2x ах, | 


2185. [вв хах. 2186. {arctg (1+ Ve Jax. 


a1g7, feed 2188. [с ах. 


х 


2189. | жет ах. 2190. = ~ 2x? бе». 





2191. fainve dx. 2192. | —2 = : 
Fe 12 


а. у +2} 
2193. Sais 2194. jue ae 
1-¥x ах 


“ах 
2195. J ==. 2196. | sae ae. 
dx 2+1 
2197. [= or 2198. f= a de. 








не ито зло 
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: 
2199. ==. 





2201. J as 


1605? x 


2208. [xin (1+*)ae. 


2205. | xinz dr. 


2207, {xe (x? +1 )ax. 


2209. (2, 


sin® xcos? x 


2211. ] dé 


L+sin x+cos x” 


2213. | (2-9 


ин 


2215. tee | 
(1+x)? 


2217. f arctg x dx 


xt 


2219. | SBE ax, 
Grey 
не”) ax 
Crees ° 


2221. j 


tgxdx 

2223. | eS 
Bex?) x? a. 

2225. ert 


2227. | 


aint х+005* x 


220%. [ald 
2 


1+4 


2200. 


2202. 


2204. 


2206. 


2208. 


2210. 


2212. 


2214. 


2216. 


2218. 


2220. 


2222. 


2224. 


2226. 


2228. 


2230. 


howe 
Is 


in 2x— “eine” 


dx 


2-5? cos” x 


fo 14» 


И 


In? x 


‘e* cos x dx. 


f dx 
sin? x cos x 


sin 2x dx 


Ты x+sin‘ x 


fr tg? х+2ах. 


J quae у 


1+е 


[re 


(ыы? 


ах 





ress 


dx 
Liege 


fain’ xdx. 


x? -8x47 dx. 


J (2 -зх- 10), 
| Gersinz)dx 


fe 


1+с05х 


sins xeos® x—sing gy 


03? x 


Глава Vil 


СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Способы точного вычисления интегралов 


Непосредственное применение 
формулы Ньютона-Лейбница 
В задачах 2231-2258 вычислить интегралы. 
—13 


: 24 
2231. J4vzas 2232. | пет. 2288. [ la 
ax 
2 





3 T/2 
2234. Ves dy. 2285. fin (2a - чо) 2236. т. 
o 














F 
2287. {(e* -1) етах. 2238. fa (o>a>0). 
о 0 
4 Я 
2239. {2 2240. . 2241, [14 ay, 
] (2 1 xy- тя x? ] 4 
4 4 vz п 1. é 
Ede xt lde а 
2242. (<22z, 2048. ] Ее. maa, | we: 
1 
№2 за a/2 Zi | 
2: iy, р А . р с НЕ | 
245. ] (м 2246 J (х-а} (х-2а) i 
me | 
3 1 2 | 
2247. J dx 2248. fat. 2249. [dr 
2x743x-2° x 44x45 xx? 
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1 n/2 
dx 
2250. He р: 2251. Jr 


a/2 
fom xsin2xdx, 2253. J Yeos x — cos? x ах. 


-n/2 


2252. 


th Ey 

2254. fain п? (ax + фах. 2255. f size 08° хак. 
о -®/2 

mia 2/= 

2257. |= 

2 je 

R/2 

Jeosesin (er - жи. 

-к/2 % 


sint 





2256. 


2258. 


В задачах 2259-2268 интегрированием по частям найти’ ин- 


тегралы: 
2/3 


2261. Jae 





L 
2259. ] хе “ах. 
0 


ae x 


n/2 
2260. J xcosx 4х. 
° 


2263. р log, x dx. 
1 


2262. J x’ sinx dx, 
° 


ot 
2264. Jin@ + Dax, 2265. Teer 


с 
2266. [va®- x" dx, 2267. ‘fe соках. 2268, [ш? xdx. 
° 1 


2269. Составить рекуррентные формулы для вычисления 
nie /2 
интегралов feos" xdx и fain? х4х (п - целое положительное 
° ° 
число или нуль) и вычислить интегралы: 
я/2 уз xia 
a) Join® хах; 6) сов" хах; в) Join" хах. 
0 о 


5 








2270. Составить рекуррентную формулу для вычисления ин- 
xj2 
теграла [sin” cos" xdx (ти п - целые положительные числа 
0 
или нули; исследовать частные случаи четных и нечетных зна- 
чений т и п). 
2271. Составить рекуррентную формулу и вычислить инте- 
0 
грал fx"erax (п - целое положительное число). 
-1 
2272. Доказать рекуррентную формулу 


+ 21-8 ] ах 
2{n-1) (ут 





{п - целое положи- 


[=_= x 
(у ан 





тельное число) и вычислить с ее помощью интеграл J dx 
(1+2) 
5 
2273. Доказать, что если J, = о" хах, 10 Уи =е-т и 
1 
{т — целое положительное число). 
1 
2274*, Найти fv (1- x)'dx (p Hq — целые положительные 
о 
числа). 


Замена переменной 
в определенном интеграле 


В задачах 2275-2295 вычислить интегралы: 











а { ках 
2276. . 2277. J я 
о 
2278, | 2219. [Es Leta . 2280, ji =. 
Verte™ 349(x-2)? 


x 2/4 


2281*. п’ ах. 2282*. Joos? 2хах. 


о ° 
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дах 





2284. [= ах. 2285. а» | 
2/2 | 


2286. а 2287. [ots fy: 2288. М ах. 
2289. Je v1 - д7ах. 2290. fa 1 ede. 2291. li 


2283. ic 


(427) 


х+ Fa 
3 1/8 
2292. . 2293. Laan 2294. =. 
lear 43}! | Гозыня 
2/8 
2295. 4х } 


Разные задачи 
2296. Вычислить среднее значение функции у = \ + т на 
x 
отрезке [1, 4]. 
2297. Вычислить среднее значение функции f (x)= =: на 


отрезке [1; 1,5]. 
2298. Вычислить среднее значение функций f(x)=sinx и 


f(x)=sin?x на отрезке [0, ]. 

2299. Найти среднее значение функции = на от- 
резке [0, 2]. 

2300. При каком а среднее значение функции у=х на 
отрезке р, а] равно средней скорости изменения функции на 
этом отрезке? 

В задачах 2301-2317 вычислить интегралы: 


8 9 
2302. | =, 
0 


xidx 
x? 8x42" 











2301. [os 2303. 1 
1 








#2 ie 2 ОА 
2304. |4. 2305. zs . 06. | ae. 
at Ee les 
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2307. 


1 
fvar+ х?ах. 
о 


ы т 
2309. ЕЕ =) ax. 


2311. 


2313. 





2315. 


1g 
Jerse Ух -1dx. 


sin. xcosx dx 
а? cos? x+67 gin? x” 


х/? 
2317. Jess 
o 


2318. Показать, что Tz 


бые действительные а 


2319. Решить уравнение 


2320. Решить уравнение 


в 
fe 1+х?ах. 
0 


2308. 


2310. | —#2—. 
J хуй вх 
х/2 
а 
2812. fata. 
о 
1 
2314. J (aresin хх. 
о 


| {8х+2)ах р 


2316. | 
о [ча 


|5 ах = 


+ Pye au b ~ лю- 
a cos reb sintx 2° 7 


отличные OT нуля. 





2321. Убедившись в справедливости неравенств р > шх>1 


при x>e, показать, что и: 
больше 0,92. 


2322*. Показать, что = 


4 


нтеграл Je 
3 





меньше единицы, HO 


чела < | < = 0556, 
линия 
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95 
2323*. Показать, что 0,5 < 1 


ах 
о vi-x 


< £0,523 (n21). 


2324. Используя неравенство sinx > к, справедливое 
при х>0, и неравенство Коши-Буняковского (см. задачу 
яр 


1638), оценить интеграл | МУезтя ах. 





1 
2325*. Показать, что 0,78 < ] dx z< 0,93. 
+х 
0 


2326. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 


ate)= | 2t+1 


aoa еле на отрезке [-1,1). 


oie Найти точку экстремума и точки перегиба графика 


функции у= Je -1)(¢-2)?ae. 
о 


В задачах 2328-2831, не вычисляя интегралов, доказать 
справедливость равенств: 


х/8 1 
2328. [x'°sin’ xdv = 0. 2329. [вита = 0. 
я cos? x 
ef 


1/2 
2331. foosxin dts Lx gx =0. 


& 1 
2330. бах =2 Jew *ах. 
о -1/2 


2332*. а) Показать, что если f(t) - функция нечетная, то 
x -z x 
ом — функция четная, т. е. что ое = Гоа 
a a 2 
х 
6) Будет ли Гон функцией нечетной, если f(t} — функ- 


в 
ция четная? 
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1 
2333*. Доказать справедливость равенства | at 
Let! 

x 


(x> 0). 


tgx 


2334. Доказать тождество Js ey 


ie at 





Ye 
2335. Доказать тождество 


sin? x cos? x 


| aresin vf dt + farecos vi dt = 
0 0 


2336. Доказать справедливость равенства 
1 


1 
[а -хах= J х"(1-х)"ах. 
о о 
2337. Доказать справедливость равенства 


дах = fre +b-x)dx. 


я, 
+ 


= =/2 
2338. Доказать, что ] 1 (cos x)dx = fr (sin x) dv. 
0 о 


Применить полученный результат к вычислению интегралов 


n/2 R/2 
2 in? 
cos'xdx и | хах. 
о о 


2339*. Доказать, что 





x х /2 n/2 
JefGinz)ax = 4) Ginx)ax $2 J fsinx)dx =n бла» 
о 0 9 oO 
Применить полученный результат к вычислению интеграла 
ще аа 
; 14003? x 


2340*. Показать, что если f(x) - функция периодическая 
а+Т 
< периодом T, то [r@)ax не зависит от а. 


а 
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2341*. О функции f(x) известно, что она нечетная на отрез- 


х 
ке Е 4, т и имеет период, равный Т. Доказать, что Jr@ae 


а 
есть также периодическая функция с тем же периодом. 
1 


2342. Вычислить интеграл | (рак, где п — целое по- 

о 
ложительное число, двумя способами: разлагая степень двучле- 
на по формуле для бинома Ньютона и с помощью подстановки 
x=sing. Сравнив результаты, получить следующую формулу 


суммирования (ck — биномиальные коэффициенты): 


oo @_@ (102 2-4-6 -...-2n 


ae tO te toa 2135... analy 
2n 


2343. Интеграл Jems легко берется с помощью подста- 


о 
21 ® 
новки ted =z. Имеем Jes 





i 2а: 7 
S-Beox = 2)(5-g1-22) 
5: Ms aed 

Но, с другой стороны, -3 < -3с03х < +3, следовательно, 
2<5-3cosx<8 и toad 








5-3cosx ~ 8" 
2* an 2x 2x 
By dx L dx 
Отсюда f3 dx > Bideax> ft 4х и, значит, E-sene > 
0 о 0 о 
Найти ошибку в рассуждении. 
х/4 


2344*. Пусть Г, = [= хах (п>1 и целое). Проверить, что 
Г. 
. Доказать, что 








1 
In + Ina tase <In “т 


2345*. Доказать справедливость равенства. 
2х 2 





а 2 г 
- fete dz= те "dz. 
0 0 
0? x? 0, ecmx<b, 
2346*. Доказать, что lim +“ = 
one feels ах +, если х=ё 


(o> 0,k > 0, 6>а>0). 


$ 2. Приближенные методы 


В задачах 2347-2349 вычисления вести с точностью до 
0,001. 
2347. Площадь четверти круга, раднус которого равен еди- 


нице, равна т. С другой стороны, взяв единичный круг с цен- 


тром в начале координат, уравнение которого х?+у?=1, и 
применяя для вычисления площади четверти этого круга инте- 


р х?ах, т.е. п= ve д? ах. 


Пользуясь правилами прямоугольников, трапеций и прави- 
лом Симпсона, вычислить приближенно число д, разбивая от- 


грирование, получим 1 


резок интегрирования [0,1] на 10 частей. Полученные резуль- 


таты сравнить между собой и с табличным значением числа п. 





1 
2348. Зная, что J = 2, вычислить приближенно число 
+х 

0 


л. Результаты, полученные по различным правилам, при pas- 


биении отрезка интегрирования на 10 частей сравнить между 
собой и с результатами предыдущей задачи. 


2349. Вычислить 110 = je. используя правило Симпсона 
1’ 
при п =10. Найти модуль перехода от натуральных логариф- 
мов к десятичным. Сравнить с табличным значением. 


В задачах 2350-2355 вычислить приближенно, пользуясь 
формулой Симпсона, интегралы, которые не могут быть найде- 
ны в конечном виде с помощью элементарных функций. Число 
п частичных интервалов задается в скобках. 


1 L 

2850. [1 - х?ах (и = 10). — 2851. | ¥1+x4dx (n= 10). 
0 о 

nis 


2353. J veos¢ dg (n=10). 
2 


5 
2352. | dt (n =6). 
2 
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2/2 


2354. [ yi-0,1sin? 9 do (n=6). 
Го 


хз 
2355. [tax (n= 10). 
x 
0 
2356. Вычислить по формуле 
1,35 
Рис. 26 Симпсона = интеграл | i (x)dx, 
1,05 
пользуясь следующей таблицей значений функции f (x): 














2357. Прямая линия касается берега реки в точках А и В. 
Для измерения площади участка между рекой и прямой АВ 
проведены 11 перпендикуляров к АВ от реки через каждые 5 м 
(следовательно, прямая АВ имеет длину 60 м). Длины этих 
перпендикуляров оказались равными 3,28 м; 4,02 м; 4,64 м; 
5,26 м; 4,98 м; 3,62 м; 3,82 м; 4,68 м; 5,26 м; 3,82 м; 3,24 м. 
Вычислить приближенное значение площади участка. 

2358. Вычислить площадь поперечного сечения судна при 
следующих данных (рис. 26): 


АА, = А. Аз = Apdy = Аз Ау = Ау Аз = = АА = АО м, 
AB =8 , А, В, = 2,92 м, А.В, = 2,75 м, АВ; = 2,52 м, 
A,B, = 2,30 м, АБВ; = 1,84 м, AgBg = 0,92 м. 

2359. Для вычисления работы пара в цилиндре паровой ма- 
шины вычисляют площадь индикаторной диаграммы, представ- 
ляющей собой графическое изображение зависимости между 
давлением пара в цилиндре и ходом поршня. На рис. 27 изо- 
бражена индикаторная диаграмма паровой машины. Ординаты 
точек линий ABC и ED, соответствующие абсциссам хо, Ху, X25 ++ 
++) Х10; даны следующей таблицей: 

AGenucent..........4 Xo ay Xe хз РЯ Xs 
Ординаты ливии ABC. | 60,6 | 53,0 | 32,2 | 24,4 | 19,9 | 17,0 


Ординаты линии ED...| 5.8 | 1.2 | 0,6 | 06 | 07 | 08 




















`Абециесы | x =: x5 xa x10 
Ординаты линии АВС..| 15,0 | 13,8 | 12,0 | 11,0 6,2 
Орлинаты линии ED...| 09 | 1,0 | 13 | 18 5,7 








pi oe ИЧАЕ у 
ХХ; Xz Хз Xe Xs Xe Х, Xe Xp ХюР 





Рис, 27 


Вычислить с помощью формулы Симисона площадь ABCDE. 
Ординаты даны в миллиметрах. Длина OF = 88,7 мм (точка F — 


общая проекция точек С и Д на ось абецисс). 

В задачах 2360-2363 при нахождении пределов интегриро- 
вания необходимо воспользоваться методами приближенного 
решения уравнений. 

2360, Найти площадь фигуры, ограниченной дугами парабол 


уд? -Тиу= -2х? +3x и осью ординат. 

2361. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 
y= x и прямой y=T(x+1). 

2362. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 


у=16-х? и полукубической параболой y= Ax? 


2363. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
у=4- жи у 





2364. На рис. 28 изображена индикаторная диаграмма, 
(упрощенная) паровой машины. Исходя из размеров, про- 





Рис. 28 
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ставленных на чертеже (в мм), вычислить площадь ABCDO, если 
известно уравнение линии BC : pv’ = const (линия BC называет- 
ся адиабатой), y = 1,3, АВ — прямая, параллельная оси Ov. 

2365. На рис. 29 представлена индикаторная диаграмма ди- 
зельного двигателя. Отрезок АВ соответствует процессу сгорания 
смеси, адиабата ВС — расширению, отрезок СР — выпуску и адиа- 
бата РА — сжатию. Уравнение адиабаты ВС : pu>* = const, 


1,35 


уравнение адиабаты AD : pu =const. Исходя из размеров, 


проставленных на чертеже (в мм), определить площадь ABCD. 


$ 3. Несобственные интегралы 


Интегралы с бесконечными пределами 


В задачах 2366-2385 вычислить несобственные интегралы 

{или установить их расходимость). 
> 

2367. |4. 

вет. |4 
1 


2366. [45. 2368. [eax (a> 0). 
© 








т te pa 
286. (22%, 2870. [4 2371. [tax 
eed г. 




















я 
ах F x 7 dx 
2372. Joe: 2373. le аи. 2874. =: 
1 0 v2 
Sie - - 
2315. dx. 2376. | хе" dx. 23717. | хЗе* dx. 
Pre J J 
3 
2378. [xsinxdx. 2879. je Fax. 2380. fe* sinxas. 
о о 
2881. fe cosbedz. 2882. ее 2383. [-2,. 
4 i x 1+х 
2884. [> 285. | ME ах. 
2 (ea) 2 Gx} 
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В задачах 2386-2393 исследовать сходимость интегралов. 


2388. (io foes 


+ ee 
2389. [22 Ua, 2390, [хе ах. xanetg x 
J ы | fme"* dx. 2391. еее 





7 3 
2387. [thax 
r 


ча} 





zinin 


2392. Tatts 


г? 


2393. а 


Интегралы от функций 
с бесконечными разрывами 


В задачах 2394-2411 вычислить несобственные интегралы 
(или установить их ЗАЕМ 
L 





2394. 7 . 2395. = 
ae ip os 2396. j : 
lye 2 
2397. ышхак 2398. |. 2309. | de. 
4 4 xin? x xInx” 4 


e у 
2400. | >. я 4х 
J winx ых J Ve-a}{o-2) ( 


5 
xidx 


2402. | _ a<b). 
402 lies (a<b) aah т 


1 4 
2404. dx . ‘ ae 
pees 2406 lea У. 2406. 


+ 
2407. ра ах. 2408. Jz dx. 2409. } 
Е 


-1 1 м 





2410. Ie fas. 2411. icon 
о 
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В задачах 2412-2417 исследовать сходимость интегралов. 





сходится? 








+ Е Е 2425. При каких значениях k интеграл |8 
2ai2, [Bae 2413. fee. зала. |4 pan | oa 
vi-x* 2) ora о 
0 0 ¥(t-27) о 


В задачах 2426-2435 вычислить несобственные интегралы. 














i n/2 
ла. | dx fogs re 1 
2415. JE. 2416. | = 2ai7. [варка a м" jose slag 
a $ . 2426, [| 4е.. зале. Jin teed. 2428. - 
Разные задачи + 5 
2429. | = (п- целое ки’ Е 
2418. Функция f(x) в полуинтервале [1 + <) непрерывна и . (62 +=?) {п - целое положительное число} 
Г 0 
+ 1 er 
% id. = “ 
f(x) > A#0 при х > +0, Может ли интеграл free) хо схо 2430. fxte за: = wane nonomarémiaoe чнсяо. : 
2 
диться? & Fe 
tee ine 2 
2419. При каких значениях k интеграл fxt ste ax будет] 2431. jane 4х (п - целое положительное число). 
x-sinx 
1 о В 
сходящимся? 1 1 | . 
2420. При каких значениях # сходятся интегралы | 2432. fi In x)" dx (п - целое положительное число). j ы 
i 4 | 
1) | ; 2 Ти. ? | 
хи ша 2 (nzy 





2433*. [pe при т: a) четном, 6) нечетном (m = 0). 
1-х 

ь 

2421. При каких значениях № сходится интеграл |= 





1-х" 
J (o-s}" 2434*. [oscar (п — целое положительное число). 
х 





(< а)? 
| ar 2435. |—& (0<a <2n). 
2422. Можно ли найти такое k, чтобы интеграл fz ‘dx cxo- $ 7 (еее) 
9 + 
дился? 2436*. Доказать, что J 
= 
2423. При каких значениях # и # интеграл fz сах схо- $ | 
х 3 +p \ 
а 24371*. Доказать, что faneax =0 
дится? $ (+2 i 


х/2 
2424. При каких значениях т интеграл fas dx сходится? 
x 
3 








to 
2438. Вычислить интеграл f 7-2 dy, 
г vel 
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В задачах 2489-2448 вычислить интегралы, пользуясь фор 








tee | 
мулами ета» = & (интеграл Пуассона), | 
0 
te й 
famzax=4 (интеграл Дирихле). 3 Глава УП! . И 
| 
о 2 2s ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА il 
| 
243. [ee'ax (a> 0). 2440. [2 | 
р) Г) 
* 2 
2442. ры dx (п — целое положительное число). Площадь фигуры 


5 
2455. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, | 


р te 
2443. fanteaz, 2444. fonerax. уравнения которых y =2x+lux-y-1=0. 
0 a ry ы 2456. Найти площадь фигуры, заключенной между парабо- 


| 
| 

ter лой y= -x? +4х-8 и касательными к ней в точках (0, -3) и | 

2445. | sinarsesbe dy (a> 0, b> 0). | 


(3, 0). 
0 
5 se ig 2457. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 
2446. famzax. 2447*, fomear. 2448*. fates. у°=2рх и нормалью к ней, наклоненной к оси абсцисс под 
x x 
a Г) 0 углом 135°. 


2458. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабола- 
миу= ти y= vx . | 





x 
2449*. Положим $(х}= -[Incosy dy. {Этот интеграл называ- 
р 


& 
dx. 2441%, free ax. Е | 
9 3 5 1. Некоторые задачи геометрии и статики | 


2459. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабола- 
ется интегралом Лобачевского.) Доказать соотношение 2 2 
и ae ми у" +8x=16 и у" - 24x = 48. 
(x)= 26(1+#)-26(1-=)-хш2. ы 
=. ‘4 2460. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабола- | 
С помощью найденного соотношения вычислить величину A 3 
1/2 MH y= x" m y= 4. | 
д }=- | Incosyd, if . 2 
olf ) J ncosy dy (впервые вычисленную Эйлером) 2461. Окружность х“ +2 = 8 разделена параболой у= = 
о 
В задачах 2450-2454 вычислить интегралы. на две части. Найти площади обеих частей. 
п/2 x 2462. Найти площади фигур, на которые парабола у? = 6х 
2450. finsin de. 2451. ео эт x dx. делит окружность x? +y? = 16. | 
0 0 


ai + 5 2463. Из круга радиуса а вырезан эллипе, большая ось ко- 
: xdx To] | 
2452+, [rete xdz. 2453*. Jesssing ae: 2454. J = ob he совпадает с одним из диаметров круга, а меньшая равна р 
х 3 Я . Доказать, что площадь оставшейся части равна площади | ‘ 
эллипса с полуосями аи а-6. 1 | 























о о 


56-2102 yt 
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2464. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой гинербо- 
лы и ее хордой, проведенной из фокуса перпендикулярно к дей- 
ствительной оси. 


2465. Окружность x? + у? =а? разбивается гиперболой 
2 
x? —2y? = ra на три части. Определить площади этих частей. 


2466. Вычислить площади криволинейных фигур, образо- 





2 
ванных пересечением эллипса ety =1 и гиперболы 
-yel. 
2467. Вычислить площадь фигуры, заключенной между ли- 
1 x? 


нией y = tar и параболой у = +. 


2 
2468. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
y= x(x - 1} и осью абсцисс. 
2469. Найти площадь фигуры, ограниченной осью ординат и 
линией x = у? (у -1). 
2470. Найти площадь части фигуры, ограниченной линиями 


т =" ny? =x", где т и п - целые положительные числа, 


у 
расположенной в первом квадранте. Рассмотреть вопрос о ило- 
щади всей фигуры в зависимости от характера четности чисел 
тип. 

2471. а) Вычислить нлощадь криволинейной трапеции, ог- 


раниченной осью абсцисс и линией у=х- хх. 
6) Вычислить площадь фигуры, ограниченной двумя ветвя- 
2 5 а 
ми линии (у -x) =x° и прямой x = 4. 
2472. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
2 
( -х- 2) = 9х и осями координат. 


2473. Найти площадь петли линии у? = x(x -1/). 
2474. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой ли- 


3 
= ( = =) . 

2475. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой ли- 
нией у? = x? -х*. 





ae ye 
нией у 


2476. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой ли- 
нией х* — ах? +а?у? =0. 

2477. Найти площадь конечной части фигуры, ограниченной 
линией ху? =4(х-1} и прямой, проходящей через ее точки 
перегиба. 

2478. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у=е*, у=е* и прямой х=1. 

2479. Вычислить площадь криволинейной трапеции, огра- 


х 


ниченной линией у= (x? + 2x)e и осью абсцисс. 


2480. Вычислить площадь криволинейной трапеции, огра- 


ниченной линией у= е (= +3х + 1) е?, осью Ох и двумя 


прямыми, параллельными оси Оу, проведенными через точки 


экстремума функции у. 
2481. Найти площадь конечной части фигуры, ограниченной 


27 иу=-хве". 


линиями y = 2x" 
2482. а) Вычислить площадь криволинейной трапеции с oc- 
нованием [a ‚ 6], ограниченной линией у = In x, 


6) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
у=Шх, осью ординат и прямыми у = па и у= 16. 

2483. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
у=Шшх иу= Ш? х. 

2484. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

= шх 


У “ae 


2485. Вычислить площадь одного из криволинейных тре- 
‘угольников, ограниченных осью абециес и линиями у = sinx и 
у = созх. 


иу=хшх. 


2486. Вычислить площадь криволинейного треугольника, 
ограниченного осью ординат и линиями у = tgx A y= 2 cos х. 


2487. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
у =sin® x + cos? x и отрезком оси абсцисс, соединяющей дзе 


последовательные точки пересечения линии с осью абсцисс. 
2488. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью абс- 
цисс и линиями у = aresinx и у = агссо$ x. 


6 




















| 
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2489. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой ли- 
нией y -aresin xf =x-2x?, 

2490. Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой 
циклоиды x = a(t~sint), у=а(! - cost) и осью абсцисс. 

2491. Вычислить площадь фигуры, ограниченной астроидой 
x =acos*t, y= asin® Е. 

2492. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 
x = 2acost-acos2t, у = 2азт!- азщ 2. 


2493. Найти площадь фигуры, ограниченной: 1) эпициклои- 


дой x = (В +г)сов? - гооз ВЕРА, y=(R+r)sint —rsin Bre; 





2) гипоциклоидой 
x =(R-r)cost + 7соз 





ВЕР =(R-r)sint -rsin 222 
НР y=(R r)sint ~ rsin2—"¢, 


причем R= nr (п - целое число). Здесь В - радиус неподвиж- 
ной, а г- радиус подвижной окружностей; центр неподвижной 
окружности совпадает с началом координат, а { означает угол 
поворота радиуса, проведенного из центра неподвижной окруж- 
ности в точку касания, 

2494. Найти площадь петли линии: 

хе, у=#-В; axe -1, у=В-+. 

2495. а) Вычислить площадь, описываемую полярным ра- 
диусом спирали Архимеда р = 49 при одном его обороте, если 
началу движения соответствует ф = 0. 

6) Вычислить площадь фигуры, ограниченной вторым и 
третьим витками спирали и отрезком полярной оси. 

2496. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
р=азт2ф (двуленестковая роза). 

2497. Найти площадь фигуры, 
р =асо55ф . 

2498. Найти площадь фигуры, ограниченной улиткой Пас- 
Kalla р = 2a (2 + cosp . 

2499. Найти площадь фигуры, 
р=ашф (а>0) и прямой ф= i 


ограниченной линией 


ограниченной линией 


2500. Найти площадь общей части фигур, ограниченных 
линиями р =3+ с034ф un Pp = 2-cos4Q. 
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2501. Найти площадь части фигуры, ограниченной линией 
р=2+ с052ф, лежащей вне линии р=2+3зтф. 


2502. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 





р’ = a’ cos пф {п — целое положительное число). 

2503. Показать, что площадь фигуры, ограниченной любы- 
ми двумя полярными радиусами гиперболической спирали 
рф =a иее дугой, пропорциональна разности этих радиусов. 

2504. Показать, что площадь фигуры, ограниченной любы- 
ми полярными радиусами логарифмической спирали р = ве”? и 
ее дугой, пропорциональна разности квадратов этих радиусов. 
2505*. Найти площадь фигуры, заключенной между внеш- 


ней и внутренней частями линии р = asin® 1. 


2506. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 


р=\1 ‚ @=aresint+V1 


В задачах 2507-2511 удобно перейти предварительно к по- 
лярным координатам. 
2507. Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой 
2 
Бернулли (x? +5") = a*(x? - уз). 


2508. Найти площадь части фигуры, ограниченной лемни- 
скатой Бернулли (см. задачу 2507), лежащей внутри окружно- 








сти x? + и Bis 

2509. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
{2 +} ах? - Ру? =0 

2510. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 


3 2 
(e2 + у?) = 4а`ху (= -у?). 
2511. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
аи ах у. 


2512. Вычислить площадь фигуры, заключенной между ли- 


нией у= 1. иее асимитотой. 
lx? 


2513. Найти площадь фигуры, заключенной между линией 


Е: 


y=xe ? wee асимптотой. 
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2514. Найти площадь фигуры, содержащейся между цис- 
а 
2а-х 





соидой у? = и ее асимптотой. 
2515. Найти площадь фигуры, заключенной между линией 
2 
ху 
2516*, 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 





=8-4х и ee асимптотой. 


у= xe nee асимптотой. 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 
у? = хе", 

2517. Найти площадь фигуры, заключенной между трактри- 


colt x = a(cost — Intg 4), y=asint и осью абециес. 





2518. Для линии р = 


cos 29 ~ 
я найти площадь петли и площадь 


фигуры, заключенной между линией и ее асимптотой. 


Длина линии” 


2519. Вычислить длину дуги цепной линии у ас: {or 
x, = 0 до xy = 6), 


2520. Найти длину дуги параболы у =2рх от вершины до 
ее точки M(x, 9). (Взять у в качестве независимой переменной.) 


2521. Найти длину дуги линии y=Inx (от x, = 3 до 
== V8 ). 

2522. Найти длину дуги линии у= п ( - =) (or x,=90 до 
д = 4). 


2523. Найти длину дуги линии y = In 


2+1 
1 


(or x, =a до 
ee 


x, = 0). 





> В задачах на вычисление длин дуг TAM, где ото необходимо, в скобках 
указывается интерьал изменения независимой переменной, соответствующий 
спрямляемой дуге. 
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2524. Вычислить длину дуги полукубической параболы 


у = 2х = 1) ‚ заключенной внутри параболы у = re 





2525. Вычислить длину дуги полукубической парабольт 


Р 2 
5у? = x", заключенной внутри окружности х’+у’=6. 


2526. Вычислить длину петли линии Yay” = х(х- За}. 


2527. Найти периметр одного из криволинейных треуголь- 
ников, ограниченных осью абсцисс и линиями y=Incosx и 


y=Insinx. 





2528. Найти длину дуги линии y = Ty заключенной 


между ее наинизшей точкой и вершиной (точка линии с экс- 
тремальной кривизной), 


2529. Найти длину линии у = Ух -х? +arcsin vx. 
2530. Найти длину линии (y-aresinx)’ = 1-x?. 
2531. Ha циклоиде x=a(t~sint), y=a(1—cost) найти 


точку, которая делит первую арку циклоиды по длине в отно- 
шении 1 : 3. 
2532. Дана астроида х = Roos’ t, y= Вт? и точки на 


У 

ней A(R, 0), BO, R). Найти на дуге АВ такую точку М, что- 
u У 

бы длина дуги АМ составляла четверть длины дуги АВ. 


2 2 
2533*. Найти длину линии {=} +(¥)’ =1. 


2534. Найти длину линии x = acos*t, y = asin’ t. 
2535. Найти длину дуги трактриеы x = асов: +Intg 4), 


y= asint от ее точки (0, a) до ее точки (x, 5}. 


2536. Найти длину дуги эвольвенты окружности 
х= R(cost + tsint), y= Rint = teost) 


(or ¢, =0 до tp =). + 
2537. Вычислить длину дуги линии 
х= (? - 2}sint +2tcost, y= (2 ~#*) cos +2tsint 


(or 4, =0 go fg =7). 
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2538. Найти длину петли линии х=Ё, y=t- me 





2539. По окружности радиуса а, вне и внутри ее с одинако- 
вой угловой скоростью катятся (без скольжения) две окружно- 
сти с радиусами, равными 6. В момент #=0 они касаются 
своими точками М; и My точки М неподвижной окружности. 
Показать, что отношение путей, проходимых точками М: и Mo 


за произвольный промежуток времени &, постоянно и равно = 


(см. задачу 2493). 
2540. Доказать, что длина дуги линии 


x= f"(t)eost+f(t)sint, у= "ше + Осозь 


соответствующей интервалу (t г ty), равна {r(t) + О] 





Ito 
ify . 

2541. Применить результат предыдущей задачи к вычисле- 
нию длины дуги линии x = e'(cost+sint), y = e'(cost - т!) 
(отн =0О до В =t). 

2542. Доказать, что дуги линий 

x= fo), у=Ф® + и 
x= f(t)sint-9'(t)cost, у= Г(@)совё + g(e)sint, 

соответствующие одному и тому же интервалу изменения пара- 
метра t, имеют равные длины. 

2543. Найти длину дуги архимедовой спирали р =аф от на- 
чала до конца первого завитка. 


2544. Доказать, что дуга параболы yoo 


р 
ствующая интервалу OS х<а, имеет ту же длину, что и дуга 
спирали р = рф, соответствующая интервалу OS psa. 





?, соответ- 


2545. Вычислить длину дуги гиперболической спирали 
py =1 (or 9, = до 92 = 4). 

2546. Найти длину кардиоиды р = a(l + с08 $). 

2547. Найти длину линии р=а sin? $ (см. задачу 2505). 


9 


2548. Доказать, что длина линии р= asin™ — (т — пелое 


число) соизмерима с а при т четном и соизмерима с длиной 
окружности радиуса а при т нечетном. 
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2549. При каких значениях показателя Ё (e я 0) длина дуги 


линии у= ax* выражается в элементарных функциях? (Осно- 


вываясь на теореме Чебышева 06 условиях интегрируемости 
дифференциального бинома в конечном виде.) 
2550. Найти длину линии, заданной уравнением 


| veose ae. 


—я/2 
2551. Вычислить длину дуги линии 
t 


: 
== | O82 2, y= [eae 
2 2 
т 1 
от начала координат до ближайшей точки с вертикальной каса- 


тельной. 
2552. Доказать, что длина дуги синусоиды у = sinx, соот- 





у 


ветствующей периоду синуса, равна длине эллипса, полуоби 
которого равны v2 u 1. 


2553. Показать, что длина дуги «укороченной» или «удли- 
ненной» циклоиды x = mt—nsint, у=т-псо8ё (тип - по- 
ложительные числа) в интервале от Н =0 до № = 2m равна 
длине эллипса с полуосями a=min, 6 =|т-п|) 

2554*. Доказать, что длина эллипса с полуосями а и b удов- 
летворяет неравенствам л(а+5)<Г<п\/2. а? +b? (задача 
И. Бернулли). 


Объем тела 


2555. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, 
образованной вращением параболы ры =4х вокруг своей оси 
(параболоид вращения), и плоскостью, перпендикулярной к его 
оси и отстоящей от вершины параболы на расстояние, равное 
единице. 

2556. Эллинс, большая ось которого равна 24, малая - 2b, 
вращается: 1) вокруг болышой оси, 2) вокруг малой оси. Найти 
объем получающихся эллипсоидов вращения. В частном случае 
получить объем шара. 
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2557. Симметричный параболический сегмент, основание 
которого а, высота fh, вращается вокруг основания. Вычислить 
объем тела вращения, которое при этом получается («лимон» 
Кавальери). у 
2558. Фигура, ограниченная гиперболой x -y =a’ и пря- 
мой x=ath (h > 0), вращается вокруг оси aGcunec. Найти 
объем тела вращения. 

2559. Криволинейная трапеция, ограниченная линией 
у= хех и прямыми x=1 u y=, вращается вокруг оси абс- 
цисс. Найти объем тела, которое при этом получается. 

2560. Целная линия у =chx вращается вокруг оси абсцисс. 
При этом получается поверхность, называемая катеноидом. 
Найти объем тела, ограниченного катеноидом и двумя плоско- 
стями, отетоящими от начала на а и 6 единиц и перпендику- 
лярными к оси абсцисс. 

2561. Фигура, ограниченная дугами парабол у = и v = 
=X, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела, ко- 
торое при этом получается. 

2562. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси 
абсцисс трапеции, лежащей над осью Ох и ограниченной лини- 
ей (х—4)у? =х(х-3). 

2563. Найти объем тела, полученного от вращения криволи- 
нейной трапеции, ограниченной линией у = arcsinx, с основа- 


нием [o, 1] вокруг оси Ох. 
2564. Вычислить объем тела, полученного от вращения фи- 


2 


гуры, ограниченной параболой у=2х-х” и осью абецисс, во- 


круг оси ординат. 


2565. Вычислить объем тела, которое получится от враще- 


ния вокруг оси ординат криволинейной трапеции, ограниченной 
дугой синусоиды у = sinx, соответствующей полупериоду. 


2566. Лемниската (= +?) = a(x? -y) вращается вокруг 


оси абсцисс. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, 
которая при этом получается. 

2567. Вычислить объем тела, образованного вращением во- 
круг оси абсцисс фигуры, ограниченной линией: 


1) xteytsatx?s 2) xttyt =". 





2568. Одна арка циклоиды x =a(t-sint), y=a(1-cost) 
вращается вокруг своего основания. Вычислить объем тела, 
ограниченного полученной поверхностью. 

2569. Фигура, ограниченная аркой циклоиды (см. предыду- 
щую задачу) и ее основанием, вращается вокруг прямой, пер- 
пендикулярной к середине основания (ось симметрии). „Найти 
объем получающегося при этом тела. 


2570. Найти объем тела, полученного при вращении астрои- 
2 2 2 
ды x? +y*® = а3 вокруг своей оси симметрии. 





2 
2571. Фигура, ограниченная дугой линии x=<cos't, 


2 
= sin? ¢ (эволюта эллипса), лежащей в первом квадранте, и 








координатными осями, вращается вокруг оси абецисе. Найти 
объем получающегося при этом тела. 
2572. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью 


бесконечного  веретена, образованного вращением линии 
1 
itz: 








> вокруг ее асимптоты. 


2573. Линия у? = 2exe®* вращается вокруг своей асимпто- 


ты. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, которая 
получается в результате этого вращения. 





2574*. 1) Фигура, ограниченная линией у=е и ее асим- 


птотой, вращается вокруг оси ординат. Вычислить объем тела, 
которое при этом получается. 

2) Та же фигура вращается вокруг оси абсцисс. Найти объем 
получающегося тела. 


2575*. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, 


2 
получающейся при вращении линии yaxte* вокруг своей 


асимптоты. 
2576*. Фигура, ограниченная линией у= orn и осью aGc- 
Цисс, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем полу- 


чающегося тела. 
2577*. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, 


3 
производимой вращением циссоиды у? = а (a > 0) вокруг ее 


асимптоты. 
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2578. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, по- 
лучающейся при вращении трактрисы х=а (cost + Intg £), 
y=asint вокруг ee асимитоты. 


2579*. Вычислить объем тела, ограниченного эллипсоидом 


= + ra + = 1, 

2580. 1) Вычислить объем тела, ограниченного эллиптиче- 
ским параболоидом 2 = = + Га и плоскостью 2 = 1. 

2) Найти объем тела, ограниченного однополостным гипер- 
болоидом a+ р =1 и плоскостями 2 = -1 и2=2, 


2581. Вычислить объемы тел, ограниченных параболоидом 
2=х? +25? и эллинсоидом x? +29 +27 =6. 


2582. Найти объемы тел, образованных пересечением двупо- 
2 у 42 
лостного  гиперболоида  &- =. -5=1 и  оллипеоида 
2 y? ол 
2 = 
+4 +5 1. 


2583. Найти объем тела, ограниченного конической поверх- 
2 2 2 
ностью (2-2) = 27 +> и плоекостью 2=0. 


2 
2584. Вычислить объем тела, ограниченного параболоидом 
2 ye РИ 
22 = tp и конусом *-+5-=2. 


2585*. Найти объем тела, отсеченного от круглого цилиндра 
плоскостью, проходящей через диаметр основания («цилиндри- 
ческий отрезок», рис. 30). В частности, положить В =10 cm 
и Н=6 сем. 

2586. Параболический цилиндр пересечен двумя плоскостя- 
ми, из которых одна перпендикулярна к образующей. В резуль- 
тате получается тело, изображенное на рис. 31. Общее основа- 
ние параболических сегментов а =10 см, высота параболиче- 
ского сегмента, лежащего в основании, Н = 8 см, высота тела 
В =6 см. Вычислить объем тела. 

2587. Цилиндр, основанием которого служит эллипс, пере- 
сечен наклонной плоскостью, проходящей через малую ось эл- 
липса. Вычислить объем тела, которое при этом получается. 
Линейные размеры указаны на рис. 32. 











2588*. На всех хордах круга радиуса В, параллельных од- 
ному направлению, построены симметричные параболические 
сегменты постоянной высоты H. Плоскости сегментов перпен- 
дикулярны к плоскости окружности. Найти объем полученного 
таким образом тела. 

2589*. Прямой круглый конус радиуса А, высотой Н рассе- 
чен на две части плоскостью, проходящей через центр основа- 
ния параллельно образующей (рис. 33). Найти объемы обеих 
частей конуса. (Сечение конуса плоскостями, параллельными 
образующей, суть параболические сегменты.) 

2590. Центр квадрата переменного размера перемещается 
вдоль диаметра круга радиуса а, причем плоскость, в которой 
лежит квадрат, остается перпендикулярной к плоскости круга, 
а две противоположные вершины квадрата перемещаются по 
окружности. Найти объем тела, образованного этим движущим- 
ся квадратом. 

2591. Круг переменного радиуса перемещается таким обра- 
зом, что одна из точек его окружности остается на оси абсцисс, 


5 
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Рис. 34 Рис. 35 











2 
г, а плоскость этого 





2.2 
центр движется по окружности x” + у“ 


круга перпендикулярна к оси абсцисс. Найти объем тела, кото- 
рое при этом получается. 

2592. Оси двух равных цилиндров пересекаются под пря- 
мым углом. Найти объем тела, составляющего общую часть 
цилиндра (на рис. 34 изображена 1/8 тела). (Рассмотреть сече- 
ния, образованные плоскостями, параллельными осям обоих 
цилиндров.) 

2593. Два наклонных цилиндра имеют одну и ту же высоту 
Н и общее верхнее основание радиуса R, а нижние основания их 
соприкасаются (рис. 35). Найти объем общей части цилиндров. 


Площадь поверхности вращения 


2594. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
параболы у? =4ах вокруг оси абсцисе от вершины до точки 


с абсциесой x = За. 
2595. Вычислить площадь поверхности, образованной вра- 


щением кубической параболы Зу- = =0 вокруг оси абсцисс 
{от x, = 0 до x) =a). 

2596. Вычислить площадь катеноида — поверхности, образо- 
ванной вращением цепной линии у = ach= вокруг оси абсцисс 
(or x, = 0 до xX =а). 


2 2 > 
2597. При вращении эллипса яя 1 вокруг большой 
а 


оси получается поверхность, называемая удлиненным эллип- 
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соидом вращения, при вращении вокруг малой -. поверхность, 
называемая укороченным эллипсоидом вращения. Найти пло- 
щадь поверхности удлиненного и укороченного эллипсоидов 
вращения. 

2598. Вычислить площадь веретенообразной поверхности, 
образованной вращением одной арки синусоиды y= sinx во- 


круг оси абециес. 
2599. Дуга тангенсоиды y= tg.x от ее точки (0, 0) до ее 


точки ( в 1} вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить площадь 
поверхности, которая при этом получается. 
2600. Найти площадь поверхности, образованной вращением 


петли линии 9ау? = х (За - х)? вокруг оси абсцисс. 


2601. Дуга окружности х?+у’=а*”, лежащая в первом 


квадранте, вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вычислить 
площадь получающейся при этом поверхности. 
2602. Найти площадь поверхности, образованной вращением 


вокруг оси абсцисс дуги линии x=e'sint, y=e'cost от 
= = 

= 0 =. 
2603. Найти площадь поверхности, образованной вращением 


астроиды х = acos® t, y=a sin’ t вокруг оси абециес. 

2604. Арка циклоиды вращается вокруг своей оси симмет- 
рии. Найти площадь получающейся при этом поверхности. 
(См. задачу 2568.) 

2605. Найти площадь поверхности, образованной вращением 
кардиоиды р = a(1+cos@) вокруг полярной оси. 

2606. Окружность р =2гыпф вращается вокруг полярной 


оси. Найти площадь поверхности, которая при этом получа- 
ется. i 





2607. JIemuuckata р? = а? cos2Q вращается вокруг ‘полярной 


оси. Найти площадь поверхности, которая при этом получа- 
ется. 


2608. Бесконечная дуга линии y=e*, соответствующая 


положительным значениям х, вращается вокруг оси абсцисс. 
Вычислить площадь поверхности, которая при этом получается. 














176 ГЛ. Vill, ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА 





2609. Трактриса х=а (cost + inte), yo=asint вращается 


вокруг оси абсцисс. Найти площадь получающейся бесконечной 
поверхности. 


Моменты и центр масс” 


2610. Вычислить статический момент прямоугольника с ос- 
нованием а и высотой fh относительно его основания. 

2611. Вычислить статический момент прямоугольного рав- 
нобедренного треугольника, катеты которого равны а, относи- 
тельно каждой из его сторон. 

2612. Доказать, что имеет место следующая формула: 


ic + b)f (x)dx = (a+ )f f(e)ax, 


где & - абецисса центра масс криволинейной трапеции с осно- 
ванием [e. 5, ограниченной линией у = f (x). 

2613. Найти центр масс симметричного параболического 
сегмента с основанием, равным а, и высотой h. 

2614. Прямоугольник со сторонами а и Ь разбивается на две 
части дугой параболы, вершина которой совпадает с одной из 
вершин прямоугольника и которая проходит через его противо- 
положную вершину (рис. 86). Найти центр масс обеих частей 
$1 и Sy прямоугольника. 


2615. Найти координаты центра масс полуокружности 





у ye 


2616. Найти координаты центра масс 
полукруга, ограниченного осью абсцисс 


и полуокружностью y = ¥ 2. 


2617. Найти центр масс дуги окруж- 
ности радиуса В, стягивающей цент- 
ральный угол ©. 


| ar EE х 
Рис. 36 


“) Во всех задачах этого раздела (2610-2662) плотность принимается раз- 
ной единице. р 








замкнутой линией у? = ах 
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2618. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 
осями координат и параболой vx + vy = va. 

2619. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 
ey 


координатными осями и дугой эллипса ate 1, лежащей в 
а 


первом квадранте. 


я 2 у 
2620. Найти статический момент дуги эллипса + 1, 
а 


лежащей в первом квадранте, относительно оси абсцисс. 

2621. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 
дугой синусоиды у = sinx и отрезком оси абсцисс {от x, =0 до 
X=). 

В задачах 2622-2624 найти статический момент фигуры, or- 
раниченной данными линиями, относительно оси абсцисс: 


2622. у= 2. ny=x*, 





2623. y=sinx u y= 4 {для одного сегмента). 


2624. y=x° ну= ух. 
2625. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 
3_ 44 

-x*, 

2626. Найти координаты центра масс дуги цепной линии 
y=ach =, содержащейся между точками с абециссами x, = -а 
ил» =а. 

2627. Доказать, что статический момент произвольной дуги 


параболы относительно оси параболы пропорционалён разности 
радиусов кривизны в конечных точках дуги. Коэффициент про- 


порциональности равен 5, где р - параметр параболы. 

2628. Найти координаты центра масс первой арки циклоиды 
x=a(t-sint), y=a(1-cost). 

2629. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 


первой аркой циклоиды и осью абецисс. 
2630. Найти координаты центра масс дуги астроиды 


x = acos® t, у=а эт? #, расположенной в первом квадранте. 


2631. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 
осями координат и дугой астроиды (в первом квадранте). 
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2632. Доказать, что абсцисса и ордината центра масс секто- 
ра, ограниченного двумя полярными радиусами и линией, за- 


данной в полярных координатах уравнением р = р(Ф), выража- 
ются так: 


> а. 
Гр” созфаф Гр” singdp 
ху 
3 + 
оао {ра 
я я 


2633. Найти декартовы координаты центра масс сектора, ог- 
Раниченного одним полувитком архимедовой спирали р = ag 
(or Фу = 0 до фр =n). 

2634. Найти центр масс сектора круга радиуса В с цен- 
тральным углом, равным 20. 

2635. Найти декартовы координаты центра масс фигуры, ог- 
раниченной кардиоидой р =а(1 + с08$). 

2636. Найти декартовы. координаты центра тяжести фи- 
гуры, ограниченной правой петлей лемнискаты Бернулли 
р’ = a” со. 

2637. Показать, что декартовы координаты центра масс дуги 


линии, уравнение которой дано в полярных координатах 
р=р(®), выражаются так: 





2 


2 
i рено рав t psingyp? ра 
a 


net 





2 8. а ы 2 2 
Тео I yp? +p*do 
1 9 


2638. Найти декартовы координаты центра масс дуги лога- 
рифмической спирали р = ае? (or $; = Е до ф=п). 


2639. Найти декартовы координаты центра масс дуги кар- 
диоиды р = a(1 +608) (or фи =0 до фо = 7). 

2640. На каком расстоянии от геометрического центра ле- 
жит центр масс полушара радиуса Е? 

2641. Найти центр масс поверхности полусферы. 

2642. Дан прямой круглый конус; радиус основания его В, 
высота Н. Найти расстояние от основания конуса до центра 
масс его боковой поверхности, полной поверхности и объема. 
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2643. На каком расстоянии от основания лежит центр масс 
тела, ограниченного параболоидом вращения и плоскостью, 
перпендикулярной к его оси? Высота тела #. 

2644. Найти момент инерции отрезка АВ ={ относительно 
оси, лежащей с ним в одной плоскости, зная, что конец А от- 
резка отстоит от оси на а единиц, конец В - на $ единиц. 

2645. Найти момент инерции полуокружности радиуса В 
относительно ее диаметра. 





2646. Найти момент инерции дуги линии у = (0 5х5 3) 


относительно оси абсцисс. 

2647. Вычислить момент инерции одной арки циклоиды 
x=a(t-sint), y=a(1~-cost) относительно обеих осей коор- 
динат. 

2648. Найти момент инерции прямоугольника со сторонами 
аи 6 относительно стороны а. 

2649. Найти момент инерции треугольника с основанием 4 и 
высотой й относительно: 

1) основания; 

2} прямой, параллельной основанию, проходящей через вер- 
шину; 

3) прямой, параллельной основанию, проходящей через 
центр тяжести треугольника. 

2650. Найти момент инерции полукруга радиуса В относи- 
тельно его диаметра. 

2651. Найти момент инерции круга радиуса R относительно 
его центра. $ 

2652. Найти момент инерции эллипса с полуосями а и 6 от- 
носительно обеих его осей. 

2653. Найти момент инерции цилиндра, радиус основания 
которого В, высота Н, относительно его оси. 

2654. Найти момент инерции конуса, радиус основания ко- 
торого Е, высота H, относительно его оси. 

2655. Найти момент инерции шара радиуса В относительно 


его диаметра. 

2656. Эллипс с полуосями а и 6 вращается вокруг одной из 
своих осей. Найти момент инерции получающегося тела (эллип- 
соид вращения) относительно оси вращения. 

2657. Найти момент инерции параболоида вращения, радиус 
основания которого В, высота Н, относительно оси вращения. 
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2658. Вычислить момент инерции тела, ограниченного од- 
нополостным гиперболоидом 


x 





ы 


и плоскостями 2 =0 и2=1, относительно оси Oz. 

2659. Криволинейная трапеция, ограниченная линиями 
у=е*, y=0, х=0 и x=1, вращается: 1) вокруг оси Ox, 
2) вокруг оси Оу. Вычислить момент инерции получающегося 
тела относительно оси вращения. 

2660. Найти момент инерции боковой поверхности цилиндра 
(радиус основания В, высота H) относительно его оси. 

2661. Найти момент инерции боковой поверхности конуса 
(радиус основания А, высота Н) относительно его оси. 

2662. Найти момент инерции поверхности шара радиуса В 
относительно его диаметра. 


Теоремы Гульдина 


2663. Правильный шестнугольник со стороной а вращается 
вокруг одной из сторон. Найти объем тела, которое при этом 
получается. 

2664. Эллиис с осями AA, =2а и BB, = 2b вращается во- 


круг прямой, параллельной оси AA; и отстоящей от нее на рас- 
<тоянии 3b. Найти объем тела, которое при этом получается. 
2665. Астроида вращается вокруг прямой, проходящей через 
два соседних острия, Найти объем и поверхность тела, которое 
при этом получается (см. задачу 2630). 
2666. Фигура, образованная первыми арками циклоид 
x=a(t-sint), y=a(l-cost) и 
x=a(t-sint), y=-a(i-cost), 


‚вращается вокруг оси ординат. Найти объем и поверхность те- 
ла, которое при этом получается. 

2667. Квадрат вращается вокруг прямой, лежащей в его 
плоскости и проходящей через одну из его вершин. При каком 
положении прямой относительно квадрата объем получающего- 
ся тела вращения будет наибольшим? Тот же вопрос для тре- 
угольника. 
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§ 2. Некоторые задачи физики 


2668. Скорость тела задается формулой у= Л + м/с. Най- 
ти путь, пройденный телом за первые 10 с после начала движе- 
ния. 

2669. При гармоническом колебательном движении по оси 


абсцисс около начала координат скорость ae дается формулой 


dx _ 28 (и 
dt т 208 т +00) 


(# ~ время, T - период колебания, фо ~ начальная фаза). Найти 


положение точки в момент времени ty, если известно, что в 
момент ¢) она находилась в точке х 





Сила взаимодействия двух точечных масс определяется по 
формуле f = Rae, где ти М - массы точек, г — расстояние 
г 


между ними, а k — коэффициент пропорциональности, равный 
6,67 -107!! мЗ/кг- с? (закон Ньютона). Учитывая это, решить 
задачи 2670-2678. (Предполагается, что плотность постоянна.) 


2670. Стержень AB, длина которого /, масса М, притягивает 
точку С массы т, которая лежит на его продолжении на pac-, 
стоянии а от ближайшего конца В стержня. Найти силу взаи- 
модействия стержня и точки. Какую точечную массу нужно 
поместить в A, для того чтобы она действовала на С с той же 
силой, что и стержень АВ? Какую работу совершит сила при- 
тяжения, когда точка, отстоящая от стержня на расстоянии 7), 
приблизится к нему на расстояние го, двигаясь вдоль прямой, 
составляющей продолжение стержня? 

2671. С какой силой полукольцо радиуса Г и массы М дей- 
ствует на материальную точку массы т, находящуюся в его 
центре? 

2672. С какой силой проволочное кольцо массы М, радиуса 
Е действует на материальную точку С массы т, лежащую на 
прямой, проходящей через центр кольца перпендикулярно к его 
плоскости? Расстояние от точки до центра кольца равно а. Ка- 


кую работу совершит сила притяжения при перемещении точки 
из бесконечности в центр кольца? 
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2673. Используя результат предыдущей задачи, вычислить, 
с какой силой плоский диск, радиус которого равен R, масса М, 
действует на материальную точку массы т, которая лежит на 
его оси на расстоянии а от центра. : 

2674. Используя результат предыдущей задачи, вычислить, 
с какой силой действует на материальную точку массы m бес- 
конечная плоскость, на которой равномерно распределена масса 
с поверхностной плотностью с. Расстояние от точки до плоско- 
сти равно а. 

2675*. Радиусы оснований усеченного прямого круглого ко- 
нуса равны А и г, высота A, плотность 1. С какой силой действу- 
ет он на материальную точку массы т, помещенную в его вер- 
шине? 

2676. С какой силой материальная ломаная y =|x|+1 при- 
тягивает материальную точку массы т, находящуюся в начале 
координат? (Линейная плотность равна у.) 


2677. Доказать, что материальная ломаная у х|+1 





(a 2 0) притягивает материальную точку, находящуюся в нача- 
ле координат, с одной и той же силой независимо от а, т. е. 
независимо от величины угла между сторонами ломаной. 

2678*. Два одинаковых стержня (длиной I и массы М каж- 
Abii) лежат на одной прямой на расстоянии { один от другого. 
Подсчитать силу их взаимного притяжения. 

2679. Капля с начальной массой М падает под действием 
силы тяжести и равномерно испаряетея, теряя ежесекундно 
массу, равную т. Какова работа силы тяжести за время от на- 
чала движения до полного испарения капли? (Сопротивлением 
воздуха пренебрегаем.) 

2680. Какую работу нужно произвести, чтобы насыпать кучу 
песка в форме усеченного конуса высоты Н, имеющего радиусы 


оснований Киг (r < R) ? Плотность равна d (песок поднимают с 


поверхности земли, на которой покоится большее основание 
конуса). 

2681. Размеры пирамиды Хеопса приблизительно таковы: 
высота 140 м, ребро основания (квадрата) 200 м. Плотность 
камня, из которого она сделана, приблизительно равна 
2,5.103 кг/м3. Вычислить работу, затраченную при ee построй- 
ке на преодоление силы тяжести. 
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Рис. 37 


Рис. 38 i 


2682. Вычислить работу, которую необходимо затратить, 
для того чтобы выкачать воду, наполняющую цилиндрический 
резервуар высотой Н = 5 м, имеющий в основании круг радиу- 
са R=3 м. 

2683. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы 
выкачать жидкость плотности 4 из резервуара, имеющего фор- 
му обращенного вершиной вниз конуса, высота которого равна 
Н, а радиус основания В. Как изменится результат, если конус 
будет обращен вершиной кверху? 

2684. Вычислить работу, которую необходимо затратить, 
чтобы выкачать воду, наполняющую полусферический резерву- 
ар радиуса Е = 0,6 м. 

2685. Котел имеет форму параболоида вращения (рис. 37). 
Раднус основания В =2 м, глубина котла Н =4 м, Он напол- 
нен жидкостью, плотность которой 4 = 800 кг/м8. Вычислить 
работу, которую нужно произвести, чтобы выкачать жидкость 
из котла. 

2686. Найти работу, которую нужно затратить, чтобы выка- 
чать воду из цистерны, которая имеет следующие размеры 
(рис. 38): а= 0,75 м, 6 =12 м, H=1 м, Боковая поверхность 


цистерны — параболический цилиндр. 


Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг непод- 
вижной оси, равна $407, где @ - угловая скорость, а J ~ мо- 


мент инерции относительно оси вращения. Зная это, решить 
задачи 2687-2692. 


2687. Стержень АВ (рис. 39} вращается в горизонтальной пло- 
скости вокруг оси ОО’ с угловой скоростью w = 1070 рад/с. Ho- 
перечное сечение стержня S = 4 см? , длина его / = 20 см, плот- 
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Рис. 39 Рис. 40 


ность материала, из которого он изготовлен, y =7,8-10° кг/м. 
Найти кинетическую энергию стержня. 

2688. Прямоугольная пластинка, стороны которой а = 50 см 
и 6=40 см, вращается с постоянной угловой скоростью ®, 
равной Зл рад/с, вокруг стороны а. Найти кинетическую энер- 
гию пластинки. Толщина пластинки d равна 0,3 см, плотность у 


материала, из которого сделана пластинка, равна 8. 103 кг/м3. 
2689. Треугольная пластинка, основание которой a =40 см, 
а высота й = 80 см, вращается вокруг своего основания с по- 
стоянной угловой скоростью = 5m рад/с. Найти кинетическую 
энергию пластинки, если толщина ее 4 = 0,2 см, а плотность 
материала, из которого она изготовлена, Y = 2,2-10° кг/м. 
2690. Пластинка в форме параболического сегмента (рис. 40) 
вращается вокруг оси параболы с постоянной угловой скоро- 
стью ®=4n рад/с. Основание сегмента а=20 см, высота 
A = 30 см, толщина пластинки 4 = 0,3 см, плотность материала 


y= 7,8-10° xr/M?, Найти кинетическую энергию пластинки. 
2691. Круглый цилиндр, радиус основания которого равен 
В, а высота Н, вращается вокруг своей оси с постоянной угло- 
вой скоростью ®. Плотность материала, из которого сделан 
цилиндр, равна 1. Найти кинетическую энергию цилиндра. 


2692. Тонкая проволока массы М согнута в виде полуок- 
ружности радиуса Е и вращается вокруг своей оси, проходящей 
через концы полуокружности, делая п оборотов в минуту. Вы- 
числить ее кинетическую энергию. Вычислить кинетическую 
энергию, если осью вращения служит касательная в средней 
точке полуокружности. 

2693. Пластинка в форме треугольника погружена верти- 
кально в воду так, что ее основание лежит на поверхности во- 
ды. Основание пластинки а, высота #. 
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а) Подсчитать силу давления воды на каждую из сторон 
пластинки. 

6} Во сколько раз увеличится давление, если перевернуть 
пластинку так, что на поверхности окажется вершина, а осно- 
вание будет параллельно поверхности воды? 

2694. Квадратная пластинка погружена вертикально в воду 
так, что одна из вершин квадрата лежит на поверхности воды, & 
одна из диагоналей параллельна поверхности. Сторона квадрата 
равна а. С какой силой вода давит на каждую сторону плас- 
тинки? 

2695. Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, 
имеющую форму равнобочной трапеции, верхнее основание ко- 
торой a = 6,4 м, нижнее 6 = 4,2 м, а высота Н =3 м. 

2696. Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину 
погружена в жидкость (вертикально), так, что одна из осей 
(длиной 25) лежит на поверхности. Как велика сила давления 
жидкости на каждую из сторон этой пластинки, если дДли- 
на погруженной полуоси эллипса равна а, а плотность жидко- 
сти 4? 

2697. Прямоугольная пластинка со сторонами а и b (a > 5) 


погружена в жидкость под углом @ к поверхности жидкости. 
Ббльшая сторона параллельна поверхности и лежит на глубине 
A. Вычислить силу давления жидкости на каждую из сторон 
пластинки, если плотность жидкости 4. 

2698. Прямоугольный сосуд наполнен равными по объему 
частями воды и масла, причем масло вдвое легче воды. Пока- 
зать, что давление на каждую стенку сосуда уменышится на 
одну пятую, если вместо смеси будет взято одно масло, (Учесть, 
что все масло находится сверху.) 

При решении задач 2699-2700 следует опираться на закон 


Архимеда: подъемная сила, действующая на погруженное 
в жидкость твердое тело, равна весу вытесненной им жидкости. 


2699. Деревянный поплавок цилиндрической формы, площадь 
основания которого S = 4000 см?, а высота Н =50 сем, плавает 


на поверхности воды. Плотность дерева 4= 0,8 .103 кг/мЗ, 
а) Какую работу нужно произвести, чтобы вытащить поплавок 
из воды? 6) Вычислить, какую работу нужно затратить, чтобы 
поплавок погрузить в воду целиком. 
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2700. Шар радиуса Я с плотностью 1 погружен в воду Tak, 
что он касается поверхности. Какую работу нужно затратить, 
чтобы извлечь шар из воды? 


Задачи 2701-2706 связаны с явлением истечения жидкости 
из малого отверстия. Скорость истечения жидкости определяет- 


ся по закону Торричелли: v= Фар. где # - высота столба 
жидкости над отверстием, g ~ ускорение силы тяжести”. 


2701. В дне цилиндрического сосуда, площадь основания 
которого равна 100 см, а высота 30 см, имеется отверстие. Вы- 
чиеслить площадь этого отверстия, если известно, что вода, на- 
полняющая сосуд, вытекает из него в течение 2 мин. 

2702. Коническая воронка высотой H =20 см наполнена 
водой. Радиус верхнего отверстия В =12 см. Нижнее отвер- 
стие, через которое вода начинает вытекать из воронки, имеет 
радиус г = 0,3 см. а) В течение какого времени уровень воды 
в воронке понизится на 5 см? 6) Когда воронка опорожнитея? 

2703. В дне котла, имеющего форму полушара радиуса 
R= 43 см, образовалась пробоина площадью S = 0,2 см?. Через 
сколько времени вода, наполняющая котел, вытечет из него? 

2704. Котел имеет форму эллиптического цилиндра с гори- 
зонтальной осью. Полуоси эллиптического сечения (перпенди- 
кулярного к оси циливдра) равны © (горизонтальная) и а 
(вертикальная); образующая цилиндра равна L (рис. 41). Котел 
наполнен водой до половины. За какое время вода вытечет из 
котла через отверстие в его дне, имеющее площадь 5? 

2705. В вертикальной стенке призматического сосуда, напол- 
ненного водой, проделана прямоугольная вертикальная щель, 
высота которой равна h, итирина 5. Верхний край щели, парал- 
лельный поверхности воды, расположен на расстоянии Н от 
поверхности. Какое количество воды вытечет из сосуда за 1 с, 
если считать, что уровень воды поддерживается все время на 
одной высоте? Рассмотреть случай H = 0 (задача о водосливе). 


*} В данной здесь форме закон Торричелли применим только к идеальной 
жидкости. Для этой идеальной жидкости и даны ответы к задачам. 
(Практически пользуются формулой uv = и\Ей, где и — коэффициент, зави- 


сящий от вязкости жидкости и характера отверстия, из которого происходит 
истечение. Для воды в простейшем случае и = 9.6.) 
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Рис. 41 Puc. 42 


2706. Сосуд, наполненный до краев водой, имеет форму па- 
раллелепипеда с площадью основания 100 cm’. В боковой стенке 
его имеется узкая щель высотой 20см и шириной 0,1 ем 
{рис. 42). За какое время уровень воды в сосуде понизится на: 
a) 5 см; 6) 10 см; в) 19 см; г) 20 см? (Воспользоваться результа- 
том предыдущей задачи.) 


Уравнение состояния идеального газа имеет вид pv = RT, 


где р - давление, v — объем, Т — абсолютная температура и В - 
постоянная для данной массы газа. Решить задачи 2707-2709, 
считая газы идеальными. 


2707. В цилиндре, площадь основания которого 10 em’, a 
высота 30см, заключен атмосферный воздух. Какую работу 
необходимо затратить, чтобы вдвинуть поршень на 20 см, т. е. 
вдвинуть его так, чтобы он остановился на расстоянии 10 см от 
дна цилиндра (рис. 43)? Атмосферное давление равно 105 Па. 
Процесс протекает изотермически, т.е. при постоянной темпе- 
ратуре. 

2708. В цилиндрическом сосуде, поперечное сечение которо- 
го 100 см?, заключен воздух при атмосферном давлении. В co- 
суде имеется поршень. Первоначальное расстояние его от дна 
сосуда равно 0,1 м. Цилиндр помещен в пустоту, благодаря че- 
му воздух в нем расширяется, вы- 
талкивая поршень. 1) Вычислить 
работу, совершаемую воздухом в 
цилиндре, когда он поднимает 
поршень на высоту: а) 0,2м, 
6) 0,5 м, в) 1 м. 2) Может ли эта 
работа неограниченно увеличи- 
ваться при неограниченном рас- 
ширении газа? (Процесс, как и в 
предыдущем примере, протекает 
изотермически.) 
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2709. В цилиндрическом сосуде объемом Up = 0,1 м3 нахо- 
дится атмосферный воздух, который подвергается сжатию бы- 
стрым вдвиганием поршня (считаем при этом, что процесс про- 
текает без притока или отдачи тепла, т.е. адиабатически). Ка- 
кую работу надо затратить, чтобы сжать воздух в сосуде до 
объема v = 0,03 мЗ? (Атмосферное давление равно 10° Ta.) При 


адиабатическом процессе давление и объем газа связаны соот- 
ношением pv! = Pov {уравнение Пуассона). Для двухатомных 
тазов (а также для воздуха) 1 = 1,40. 

Цо закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорцио- 
нальна разности между температурой тела и температурой ок- 
ружающей среды. На основании этого закона решить задачи 
2710-2711. 

2710. Тело, температура которого 25°, погружено в термо- 
стат (в котором поддерживается температура 0°). За какое вре- 
мя тело охладится до 10°, если за 20 мин оно охлаждается до 
20°? 

2711. Тело, температура которого 30°, за 30 мин пребыва- 
ния в термостате, температура которого 0°, охладилось до 
22,5°. Какова будет температура тела через 3 часа после начала 
опыта? 

По закону Кулона сила взаимодействия двух электрических 


зарядов равна тен, где 41 и gg - величины зарядов в ку- 
Me ger” 


лонах, г — расстсяние между зарядами в метрах, электрическая 
постоянная Ey = 8,85-10-12 Ф/м {4ney = 111-107) и Е - ди- 


электрическая проницаемость среды относительно вакуума (для 
воздуха € = 1). На основании этого закона решить задачи 2712 — 
2714, 

2712, Бесконечная прямая равномерно заряжена положи- 
тельным электричеством (линейная плотность электричества 
6). С какой силой действует эта прямая на единичный заряд, 
находящийся в точке А на расстоянии а от нее? Диэлектриче- 
ская проницаемость среды равна единице. 


2713. Два электрических заряда: 4, = 6,67.10 Кл и 


4: =10.10- Кл находятся на расстоянии 10 см друг от друга. 


Разделяющей их средой служит воздух. Сначала оба заряда 
закренлены неподвижно, затем заряд 42 освобождается. Тогда 
под действием силы отталкивания заряд go начнет перемещать- 
ся, удаляясь от заряда 41. Какую работу совершит сила оттал- 
кивания, когда заряд: а) удалится на расстояние 30 см; 6) уда- 
лится в бесконечность? 


2714. Два электрических заряда: 4: = 33,3-10° Kn и 


4› = 40-10 Кл, находятся на расстоянии 20 см друг от друга. 
Каково будет расстояние между зарядами, если мы приблизим 
второй к первому, затратив при этом работу 18-10° Дж? 
(Разделяющей средой служит воздух.) 

2715. Напряжение на клеммах электрической цепи 
У =120 В. В цепь равномерно вводится сопротивление со ско- 
ростью 0,1 Ом в секунду. Кроме того, в цепь включено постоян- 
ное сопротивление ” =10 Ом. Сколько кулонов электричества 
пройдет через цепь в течение двух минут? 

2716. Напряжение на клеммах электрической цепи, равное 
первоначально 120 В, равномерно падает, убывая на 0,01 В в 
секунду. Одновременно с этим в цепь вводится сопротивление 
тоже с постоянной скоростью, именно 0,1 Ом в секунду. Кроме 
того, в цепи имеется постоянное сопротивление, равное 12 Ом. 
Сколько кулонов электричества протечет через цепь за 3 мин? 

2717. При изменении температуры сопротивление металли- 
ческих проводников меняется (при обычных температурах) по 
закону R= Ro(1+ 0,0048), где Ro - сопротивление при 0°С и 


9 - температура по Цельсию. (Этот закон справедлив для 
большинства чистых металлов.) Проводник, сопротивление ко- 
торого при 0°С равно 100m, равномерно нагревается от 


9, = 20° до 65 = 200° в течение 10 мин. В это время по нему 
идет ток под напряжением в 120 В. Сколько кулонов электри- 
чества протечет за это время через проводник? 

2718. Закон изменения напряжения синусоидального тока, 
имеющего частоту @, дается следующей формулой Е= 
= Eysin(wt + $), где Ep — максимальное напряжение, ф - фаза, 
а: - время. Найти среднее значение квадрата напряжения за 
1 период. Показать, что при постоянном сопротивлении пере- 
менный ток выделяет за 1 период столько же тепла, сколько 


постоянный, имеющий напряжение, равное (=°).. (Ввиду 
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этого выражение (Е°)., называют эффективным напряжением 


переменного тока.) 
2719. Напряжение синусоидального тока дается формулой 


E=E, sin (2), а ток - формулой I = Jy sin (28 = Фо), где Еои 


Ig - постоянные величины (наибольшие значения напряжения 
и тока), Т — период, а Ф, - так называемая разность фаз. Вы- 
числить работу тока за время от & =0 до 1, =Т и показать, 
что наибольшее значение эта работа будет иметь тогда, когда 
разкость фаз Фо равна нулю. 

3720. Найти время, в течение которого 1 кг воды натреется 
электроприбором от 20°C до 100°C, если напряжение тока 
120 В, сопротивление спирали 14,4 Ом, температура воздуха в 
комхате 20°C и если известно, что 1 кг воды остывает oT 40°C 
до 30°C за 10 мин. (По закону Джоуля-Ленца Q = I°Rt, где 
© - количество теплоты в джоулях, J ~ ток в амперах, R - co- 


противление в омах и { — время в секундах; удельная теплоем- 


кость воды 4190 2, Кроме того, воспользоваться законом 


Ньюгона об охлаждении; см. задачу 2710.) 

2721. Воздух, наполняющий сосуд вместимостью Зл, со- 
держит 20% кислорода. Сосуд имеет две трубки. Через одну из 
них В сосуд начинают впускать чистый кислород, через другую 
вытекает наружу столько же воздуха, сколько притекает в сосуд 
кислорода. Какое количество будет содержаться в сосуде, после 
того как через него протечет 10 л газа? 

2722. Воздух содержит а% (=8%) С05;. он пропускается че- 
рез цилиндрический сосуд с поглотительной массой. Тонкий 
слой массы поглощает количество газа, пропорциональное его 
концентрации и толщине слоя. 

1) Если воздух, прошедший слой в H cm (= 10 em) толщи- 


ной, содержит 5% (=2%)} COs, то какой толщины Hy должен 
быть поглотительный слой, для того чтобы, выходя из поглоти- 
теля, воздух содержал только с% (= 1%) углекислоты? 

$) Сколько углекислоты (в %) останется в воздухе, прошед- 
шем поглотитель, если толщина поглотительного слоя будет 
равна 30 см? 





2723, Если при прохождении через слой воды толщиной 8 м 
поглощается половина первоначального количества света, то 
какая часть этого количества дойдет до глубины 30 м? Количе- 
ство света, поглощенного при прохождении через тонкий слой 
воды, пропорционально толщине слоя и количеству света, па- 
дающего на его поверхность. 

2724. Если первоначальное количество фермента 1 г через 
час становится равным 1,2 г, то чему оно будет равно через 
5 часов после начала брожения, если считать, что скорость при- 
роста фермента пропорциональна его наличному количеству? 

2725. Если через два часа после начала брожения наличное 
количество фермента составляет 2 т, а через три часа 8 г, то 
каково было первоначальное количество фермента? (См. преды- 
дущую задачу.) 

2726. 2 кг соли растворяются в 30 л воды. Через 5 мин рас- 
творяется 1 кг соли. Через какое время растворится 99% перво- 
начального количества соли? {Скорость растворевия пропорцио- 
нальна количеству нерастворенной соли и разности между кон- 
центрацией насыщенного раствора, которая равна 1 кг на 3 a, и 
концентрацией раствора в данный момент.) 

































Глава IX 


РЯДЫ 


$ 1. Числовые ‘ряды 


Сходимость числового ряда 


В задачах 2727-2736 для каждого ряда: 1) найти сумму п 
первых членов ряда (5,), 2) доказать сходимость ряда, пользу- 
ясь непосредственно определением сходимости и 3) найти сумму 
ряда (5). 

2727*, prtgat: тои 


+ ——_1__ 
2728. slg tag tet nol) Gat) + 


+ 
2729. at ая * ви-2) вии) 


4 1 .. 
2730. Ta tgg tet Tid) + 


ee Cee НЕЕ НАШ 
2731. Trtpotet ое) 


Е eee eee ees 
2732. Test pra tet ен) 














5.13 мы 
2733. +36 + ete 
345 — 2141 
2734, Pt gg tet Bie +... 
2735. нач... 
925 (21-1) (2и+1} 


2736. arctg 1+ arctg pee aretg — Shale 
2 8 2? 
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Ряды с положительными членами 


В задачах 2737-2753 вопрос о еходимости данных рядов 
решить с помощью признаков сравнения. 
2737. +. + 
12 3.2 (2n-1}-22"71 


2738. sing +eing+..+sin2 +, 


2739. 1+442+,. 41 


1+2? т 





2740. i+ +...+——t—_ +... 
25°36 (url) +4). 


2741. 2+3 +... ++... 
3 в (+2) п 


2742. Даны... 

















рт 1 
2743. gtgtet Ba +... 
bpd 1 
2744. gtytetgate 
ЗЕ L , 
2745. me tag tet newt" 
а {т [ Len’ )2 
2746. У. 2747. У( iin) 
nel nel 
2748. da, 2149. Sinz. 
у Уи? +21 у Yn? 





2750. Se -vn=1). 2761. у 1 
уиит-9) 
2753. Salve? +n+1-vr? +1} 


2152. 


В задачах 2754-2762 доказать сходимость данных рядов с 
помощью признака Даламбера. 


are 1 
2754. spt git ан = 





7-2102 
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2755. aa es В задачах 2771-2784 выяснить, какие из данных рядов схо- 
дятся, какие расходятся. 


pre 77, Е 


2756. «Лещ. пл. — ey 
oe ws ee ee 


_ (81-1) 


2757. oe +... 
1.5... (4n-3) 2772. 


2798 2773. 


: 1.3-....@1-1) 
2759. ИИ +... arte: 


2760. sin +4sinZ+.,.4n? sin +... 
ae ‘ 2 2775. 


2761. р 
2776. —— о 


. (в+1)! 
2762. rg tet +... 2777. a 





see +... 
1412 1422 Lin? 


В задачах 2763-2766 доказать сходимость данных рядов 2778. 1+8 +...427-Ё..., 
с помощью радикального признака Коши. 3$ 3? 3" 


2763. ча... 2779. arctg1+ arctg” f+. ctarctg" 1+... 
№2 [023 1” (n+3} 



































2780. 2 


ares. + (2) +.) 


` 2781. 2: 
2765. агозт 1 + aresin? ptt aresin™ 1+. ve 
2782. 


2766. 2788. 


В задачах 2767-2770 вопрос о сходимости данных рядов 2784*. зто +sin reas ат +... 
решить с помощью интегрального признака Коши. an 


2767. Нч... В задачах 2785-2789 доказать каждое из соотношений с по- 
212 8in?3 - In?(n+3} мощью ряда, общим членом которого является данная функция. 


2768. aha tans ht = 2785. lim а" =0. 2786. tim 22-9 (a> 0). 
oe 


nee 


2 
area. (8h) « (1 sa) 54) т 2787. lim B= 0. 2788. tim 27 = 0. 


noe (п) nv (ri)? 


это. Уи. 2789. im = 


п noe ди 
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Ряды с произвольными членами. 
Абсолютная сходимость 


В задачах 2790-2799 выяснить, какие из указанных рядов 
сходятся абсолютно, какие не абсолютно, какие расходятся. 


2790. 1- +. (+ 


Rate 





2191. 1-44..4(-1)"'— Se... 
3 Cy (2n-1)° 


2792. 





О арт 
2793. 


2794. 


2795. 


2796. 


2797, 


2798. 


2799. 





2800. Показать, что если ряды Ya и Уз сходятся, то 
n=l n=l 


ряд ¥ 4,6, абсолютно сходится. 


asl 


2801. Показать, что если ряд У, абсолютно сходится, то 


nel 


и ряд Yee, также абсолютно сходится. 
asl 





$ 2. Функциональные ряды 


Сходимость функциональных рядов 


В задачах 2802-2816 определить области сходимости рядов. 
2802. 1+х+...+х"+... 
2803. шх+ш? х+.. +1” д+... 


2804. хех +. +" +... 


2805. ке ат... 
2 п? 


2806. 





2807. 


Lex ex? 7 ee” 


2808. 2х + 6x? +..¢n(n+1)x" +... 


2809. 5+ Е 











2810. — 


1+х 





+ + 
1х lex?" 


2811. sin<+sin£+...4sin 
2 4 2 





2812. xigg +x? Ен чи tg... 





2813. зп х+ 2+. sina y | 
23 n 


2814. 298% + 5082 4 5 созлх 
= et ent 





2815. ее +. te TH 
2816. + 22 4,..4 224... 


ее е 


Равномерная (правильная) сходимость 


В задачах 2817-2820 доказать, что данные ряды равномерно 
(правильно) сходятся на всей оси Ох. 


2817. 14+ MX +. anne +... 








inf 1 i iad 4122 
2818. Lay 2819. Le. 2820, a ae 
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2821. Показать, что ряд — К + Е +...+- 1 т 
PAA Te@r авы | leer 


сходится равномерно (правильно) в любом интервале, в котором 
определена функция (x) 


2822. Показать, что ряд Fe + тт ЗЕЕ = с 
равномерно (правильно) сходится на всей положительной полу- 
оси. Сколько нужно взять членов, чтобы при любом неотрица- 
тельном х можно было вычислить сумму ряда с точностью до 
0,001? 


2823*. Показать, что ряд 





+ них), 


ш (+) + In(1+2x 
pooped tae same ы 


2x? оф пы 
равномерно сходится в полуинтервале 1+0 <х < +=, где ® — 
любое положительное число. Убедиться, что при любом x из 
отрезка 2 < х < 100 достаточно взять восемь членов, чтобы по- 
лучить сумму ряда с точностью до 0,01. 


2824. Показать, что ряд У" (1-х) сходится неравномерно 
nal 
на отрезке [o, 1]. 
2825. Функция f(x) определяется равенством 
= У cosnx 
1«)-У, io 
nel 
Показать, что функция f(x) определена и непрерывна при 
любом x. Найти f (0), 1(=) и rz ) Убедиться в том, что для 
вычисления приближенных значений функции f(x) при любом 


xc точностью до 0,001 достаточно взять три члена ряда. Найти 
с указанной точностью / (1) и Х(- 0,2). 
2826. Функция 1(х) определяется равенством 


-y—1 а 
я ние Хы (> 9). 


Показать, что функция f(x} определена и непрерывна при лю- 
бом x. Убедиться, что f (x) — периодическая функция с перио- 











дом 0. 





Интегрирование и 
дифференцирование рядов 


2827. Показать, что ряд x? +16 +...+х”_2 +... равномерно 


сходится на отрезке -1+M<x<1-@, где ® - любое положи- 
тельное число, менышее единицы. Интегрированием данного 
ряда найти.в интервале 2 1, 1) сумму ряда. 


4-1 








3 4п- 
го д. 
2828. Найти сумму ряда x + 5+... +=— at: 
oe ae n+l 
2829. Найти сумму ряда а .+(-1) Ey apes 


2830. Функция / (х) определяется равенством 
1 (к) =е* +2" +...+ пе" +... 


Показать, что функция f(x) непрерывна на всей положитель- 
ing 
ной полуоси Ох. Вычислить J 1(х)ах. 
ng 
2831. Функция f(x) определяется равенством 
Их) =1+2. Зе +... вт. "+... 


Показать, что функция f (x) непрерывна в интервале (ь 1) 
0,128 


Вычислить j f (x)ax. 


2832*. Функция f(x) определяется равенством 
fx)=ttge+tiges... these... 
n/2 


Вычислить Jr (x)dx, предварительно убедившись в TOM, что 
=/6 


функция f(x) вепрерывна в заданном интервале интегрирования. 


2833*. Функция f(x) определяется рядом 


fe) Dane 
п=1 

















200 TAX. РЯДЫ 





Показать, что функция f(x) непрерывна на всей числовой 


te 
оси. Вычислить еда». 
о 


1 
2834. Исходя из соотношения fxtax= 3h. найти сумму 
0 


aay 


ea ee ИВ 
A4n-3 ы 





a. 


_1 
Bn-2 21-5 + 


ряда: 1) 11+. 





> 
2835. Исходя из соотношения |-4 
х 








‚ найти сумму 


no 


1 1 
ana 1 at porte 
7 2.2? nat 
2836. Исходя из соотношения 
ajo 


: 2, 
[ost xdx = =. nin. an~8) 
о 


1-18... + ayes -8-,..-Qn- 


найти сумму ряда 3-34 24 _ 











; a 
2837. Доказать, что ряд singns + sinfxe +..# ae рав- 


номерно сходится на всей числовой оси. Показать, что этот ряд 


нельзя почленно дифференцировать ни в каком интервале. 


2838. Исходя из равенства 1++х°+...= a ( x|< 1), про- 


суммировать ряды 1+2 + 32+. пд" 1+... и 1+3х+... 
<a ae x" +... и показать, что ряд 1+ 2x+...4nx"'+... 


равномерно сходится на отрезке [- р, e], rae |e] <1. 
2839. Показать справедливость Panaperee 


+ St, me, 
Vex © nex? 1+x™ 








где т = 2") и -1<х<1. 
2840. Убедиться, что функция y = f(x), определяемая рядом 


хех? + =... ... Удовлетворяет соотношению ху’= 


21 
=y(e+1). 





$ 3. СТЕПЕННЬМЕ РЯДЫ 201 





$ 3. Степенные ряды 


Разложение функции в степенные ряды 

2841. Разложить функцию у = Шх в ряд Тейлора в окрест- 
ности точки x =1 (при Хх =1). 

2842. Разложить функцию у = Ух в ряд Тейлора в окрест- 
ности точки x =1. 

2843. Разложить функцию у = 1 в ряд Тейлора в окрестно- 
сти точки x = 3. ` 

2844. Разложить функцию у = 81 в ряд Тейлора в окре- 


стности точки x = 2. 
В задачах 2845-2849 разложить данные функции в ряд Тей- 
лора в окрестности точки х = 0 (ряд Маклорена): 


2845. y=chx. 2846. y= xe". 2847. у = соз(х+а). 
2848. у=е’втх. 2849. y = cosxchx. 


В задачах 2850-2854 найти первые пять членов ряда Тейло- 
ра для данных функций в окрестности точки x =O, 


2850. y=In ( +e } 2851. y =e", — 2852, у = cos” x. 


2853. y=-Incosx. 2854, у =(1+x)". 


В задачах 2855-2868 разложить данные функции в OKpecT- 
ности точки х=0, пользуясь формулами разложения в ряд 


Маклорена функций e*, sinx, cosx, In(t+x) и ( + xy” 


2855. y =e". 2856. y=e* 
а 
= x3 ox 
257. y= {op ET *9. 858. y= [a MEH TAO, 
1 прих=0. 1 при х=0. 
2859. y=sing. 2860. у = cos? x. 
Вх npn x #0 
2861. y=) x ” 2862. y =(x-t, 
у | при = 0. у (x 2 x)cosx. 


2863. y =In(10 +x). 2864. y= xIn{1+ x). 
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2865. у= Ля. 2866. у-ва. 

2867. у= = 2868. y = 

2869. Разложить в ряд Тейлора функцию и= О в окре- 
стности точки х=0. Воспользовавшись этим разложением, 
найти сумму ряда 1+ £4. or = Hive 


2870. Пользуясь разложением функции в ряд Тейлора, най- 


ти значение: 
1) седьмой производной от функции у = Te при x = 0, 
+x? 


2) пятой производной от функции y = x74/1+x при х= о, 


3) десятой производной от функции y = хве* при x = 0, 
4) кривизны линии y = +f (1+ x) - 1 в начале координат. 


В задачах 2871-2877, пользуясь разложением функций в 
ряд Тейлора, вычислить пределы: 


хат Wi+x? - agit 
2871. Е 2872, lim 22а, 
a * x90 x 
2878, Yim tees bn (сеый) 
x90 x (e*-1} 
‘ i -x? 1 : ete? х |. 
2874. lim [e-2%in(i+2)) 2895. lim (+ otg? x) 
im { 5-98 i днях A), 
2876. tim (5 д ). 2877. lim (33 sun — 


Интервал сходимости 


В задачах 2878-2889 найти интервалы сходимости степен- 
ных рядов. 


2878. 10х +100x?+,..410" x" +... 
2 +1 yt 
2879. xt 1) = +... 


2880. ++ = 2881. 1+ xt. tmx? +... 


— ИИ 
20 п.107-1 
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2{n-1) 


2882.15 2x74. 2P INS 
а 


8 тан 
2883. x +... +6 1} ЕЕ Geant у 
2884. 1+Зх+...+(п - 1). 3" 1x74... 


2 2 
2 ” 2х пх 

2885. + +..+— +... 2886. oe gle 
12°23 п (n41) 2! п! 

При исследовании сходимости на правом конце интервала 

учесть, что факториалы больших чисел могут быть выражены 











п 
приближенно формулой Стирлинга: п! = (=) V2an . 


2887. х+4х?+.. (их) teas 


т) ont 
atl 





2888. Wn2 x? + NS xP ++ +... 


2889. 2х + (2x } +... [вв] +... 


2890. Функцию у= In(x +V1+ =) разложить в ряд Тейло- 


ра в окрестности точки x =0, исходя из соотношения 


ая 


и указать интервал сходимости полученного ряда. 





1+ разложить в ряд Тейлора в ок- 


2891. Функцию у=Ш 


рестности точки x = 0, исходя из соотношения 


x 


Tex dx 
nye a 
о 
и указать интервал сходимости полученного ряда. 


2892. Функцию у=Ш la +) +в |- x} разложить 
в ряд Тейлора в окрестности точки х=0 и указать интервал 
сходимости полученного ряда. 

2893. Функцию у=(1+х)е`* - (-х)е” разложить в ряд 
Тейлора в окрестности точки х=0 и указать интервал сходи- 
мости полученного ряда. Пользуясь разложением, найти сумму 


1 2 п. 
@ ++... nee 
Pana ot grt + Gavan? 
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$ 4. Некоторые применения рядов Тейлора 


Вычисления приближенных значений 
функций 


2894. Вычислить приближенное значение Xe, взяв три чле- 
на разложения в ряд Маклорена функции f(x)=e*, и оценить 


погрешность. 
2895. Вычислить приближенное значение sin18°, взяв три 


члена разложения в. ряд Маклорена функции f(x) = sinx, и 
оценить погрешность. 

2896. Вычислить приближенное значение 310 = 23/125, 
взяв четыре члена разложения в ряд Маклорена функции 


1х) =@+х)", и оценить погрешность. 


В задачах 2897-2904, пользуясь формулой разложения в ряд 
Маклорена функций e*, sinx и созх, вычислить указанные 
выражения. 

2897. е? с точностью до 0,001. 

2898. Je с точностью до 0,001. 

2899. 7 с точностью до 0,0001. 


2900. ен с точностью до 0,0001. 
fe 


2901. sin 1° с точностью до 0,0001. 

2902. cos1° с точностью до 0,001. 

2903. sin 10° с точностью до 0,00001. 

2904. cos10° с точностью до 0,0001. 

В задачах 2905-2911, пользуясь формулой разложения в ряд 
Маклорена функции @ + #}° ‚ вычислить указанные корни 
с точностью до 0,001. 

2905. /30. 2906. 70. 2907. 500. 2908. 41,015. 


2909. 5/250. 2910. 120. 2911. 1027. 


В задачах 2912-2914, пользуясь формулой разложения в ряд 


Маклорена функции In is, вычислить выражения. 








( 
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2912. т3 с точностью до 0,0001. 
2913. Ige = то с точностью до 0,000001. 
2914. 125 с точностью до 0,0001. 





Решение уравнений 


2915. Дано уравнение xy +e* = у. Пользуясь методом неоп- 
ределенных коэффициентов, найти разложение функции у в ряд 
Тейлора по степеням х. Решить задачу, находя коэффициенты 
ряда Тейлора последовательным дифференцированием. 

2916. Дано уравнение у= In (1+x)- ху. Пользуясь методом 
неопределенных коэффициентов, найти разложение функции у 
в ряд Тейлора по степеням х. Решить задачу, находя коэффици- 
енты ряда Тейлора последовательным дифференцированием. 

В задачах 2917-2919 решить уравнения относительно у 
(найти явное выражение для у) с помощью ряда Тейлора двумя 
способами: методом неопределенных коэффициентов и последо- 
вательным дифференцированием. 

2917. y + ху =1 (найти три члена разложения). 

2918. 2sinx+siny = x-y (найти два члена разложения). 


2919. e* -е' = xy (найти три члена разложения). 


Интегрирование функций 


В задачах 2920-2929 выразить в форме ряда интегралы, ис- 
пользуя разложение в ряд подынтегральных функций; указать 
области сходимости полученных рядов. 


2920. famtax. 2921. [ Эа ах. — 2922. ] fax. 








: of : 
2923. [2рах 2nd. feds, 2095, [ME ay, 
м o 
5 x 
2926. |=. 2927. [У + хЗах. 
Гат I 
2928. fess. 2929, jase de 
o 0 
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В задачах 2930-2934 вычислить приближенные значения 
определенных интегралов, взяв указанное число членов разло- 
жения подынтегральной функции в ряд; указать погрешность. 

л/а 1/4 








2 
2930. fous dx {3 члена). 2931. ] e* dx (3 члена). 
7/6 a 
1/2 1 ы 
2932. dx (2 члена). 2933. |2 4х (6 членов). 
] за { J = 
3/3 


2934. je aretg xdx (2 члена). 
© 


В задачах 2935-2938 вычислить с точностью до 0,001 инте- 
гралы. 


0,2 
2985. [2 sax. 
[5 


05 
2936. je ides 
x 
On 0 





0,5 
2938. |. 

lex 

0 
2939. Показать, что в интервале (-0,1;0,1) функция 


08 
2937. je sin x dx. 
0 


x 
2 5 
Jer dx отличается от функции arctg x = не больше, чем на 


0 
0,0000001. 
2940. Принимая во внимание тождество 


ha 1- = 
i= 4arctg 5 aretg 330° 


вычислить п с 10 верными знаками. 


x 
2941. Разложить в ряд Тейлора функцию yee [сах 
0 
двумя способами: путем непосредственного вычисления после- 
довательных производных при х=0 и путем перемножения 
рядов. 


L 
2942*. Вычислить интеграл ета». 
5 





05 

2943. Вычислить fet™ax с точностью до 0,0001. 
о 
я/6 

2944. Вычнолить |“Убовх dx © точностью до 0,001. 
о 


Разные задачи 


2945. Вычислить площадь, ограниченную линией ры = 
= + 1, осью ординат и прямой х = 1, с точностью до 0,001. 

2946*. Вычислить площадь овала х“ +у* =1 с точностью до 
0,01. 

2947, Вычислить длину дуги линии 25? = 48 от острия до 


точки пересечения с параболой Sy = x? с точностью до 0,0001. 


2948. Вычислить длину одной полуволны синусоиды 
y=sinx с точностью до 0,001. 


2949. Фигура, ограниченная линией y = arctg х, осью абс- 
цисс и прямой x =4, вращается вокруг оси абецисе. Вычис- 


лить объем тела вращения с точностью до 0,001. 








2950. Фигура, ограниченная линиями ий 1, 


4y+x°=0, прямой у =} и осью ординат, вращается вокруг 


оси ординат. Вычислить объем тела вращения с точностью до 
0,001. 
2951. Вычислить с точностью до 0,001 координаты центра 


масс дуги гиперболы у = 





> ограниченной точками с абсцисса- 


ми я =Ти x, =4. 


2952. Вычислить с точностью до 0,01 координаты центра 


масс криволинейной трапеции, ограниченной линией ye ye 


прямыми х = 1,5 их=2 и осью абсцисс. 























Глава X 


ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
$ 1. Функции нескольких переменных 


2953. Выразить объем 2 конуса как функцию его образую- 
щей х и высоты у. 


2954. Выразить площадь S треугольника как функцию его 


трех сторон x, у, 2. 
2955. Составить таблицу значений функции 2 = 2х - Зу+1, 


давая независимым переменным значения от 0 до 5 через еди- 
ницу. 


2956. Составить таблицу значений функции z= yx? +7, 


давая независимым переменным значения от 0 до 1 через 0,1. 
Значения функции вычислять с точностью до 0,01. 
2957. Найти значения функции: 


_{ stete (ety) 7 214 | _ 1-v3, 
Е | при х= 7, yas 


2) 2= © (а+р) при х=у= 5 





8) 2=у чай при х=2, y=2; х=Ь у=2; х=2, у=1. 
= обе) чб) о) 
2958. Дана функция F(x, у)= Е Найти 


3, у(и)=и? и подечи- 


F@ 1 ). В частности, положить ф(и)=и 


‘а 
тать F(a, 4). 
2959. Дана функция F(x, у) = у* я, Если х и у меняют- 
ся с одинаковой скоростью, то какая функция при х=3, y = 2 
растет быстрее: Ta, которая получается из F при фиксированном 


у (меняется только x), или та же, которая получается при фик- 
сированном x (меняется только у)? 
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2960. Дана функция 
yee 


o(x, у, 2)= у? - (усоз2 + 2сову)х + x! . 
Переменные и и 2 сохраняют фиксированные значения Yo и Zo, 
причем У = 32g. Что представляет собой график функции 
v=O(X, Yor 29)? Является ли ф(х, у, 2): 1) рациональной функ- 
цией от y, от 2; 2) целой функцией or x? 

2961*. Функцию z=f (z, у), удовлетворяющую тождест- 
венно соотношению f (mx, ту) = т\/ (х, у) при любом т, назы- 
вают однородной функцией k-ro порядка. Показать, что одно- 
родная функция #-го порядка 2=] (x, у) всегда может быть 
представлена в виде 2 = х*Р (+ ) 


2962. Однородность функции любого числа независимых пе- 
ременных определяется аналогично функции двух переменных: 
например, /(х, у, 2) - однородная функция k-ro порядка, если 


f(mx, ту, mz) = т! (х, у, 2) при любом т. Также имеет место 
свойство /(х,у,2)= ==]; доказать его. 


2963. Проверить, что функция 2= Е(х, у) =ху удовлетво- 
ряет функциональному уравнению 
F(ax + bu, cy + dv) = acF(x, у) + bceF(u, y) + adF(x, 5) + bdF(u, 5) 


2964. Проверить, что функция 2= F(x, y) =Inxlny удовле- 
творяет функциональному уравнению 
F(xy,uv)= Р(х, и) + Р(х, 0) + Р(у,и)+Е(у, 5) 
(x, у, и, о положительны). 


2 2 2 

2965. Из уравнения *>+ poke 25 = 1 определить 2 как явную 
а: с 

функцию x и у. Будет ли функция однозначной? 


2966. Дана сложная функция z=u", где u=x+y, 





D=x-y. Найти значение функции: 1) при x=0, у=1; 
2) при х=1, y=1; 3) при х=2, y=8; 4) при х=0, у=0; 
5) при х=-1, у=-1. 
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— ut ae Е: 2 

2967. zou, ини, vew', w=Jxty, t=2(x-y). 
Выразить г непосредственно в виде функции от x и у. Является 
ли 2 рациональной функцией or и чо; отши t; oT x uy? 

2968. Дана сложная функция 2=и” +и**, где u=x+y, 
ОЕх-у, w=xy. Выразить 2 непосредственно в виде функции 
отхи у. 

2969.  и=(Е+п 1, 
ф=Ш (x? ++ 2"), = 2In(x+y+ 2). Выразить и непосредст- 
венно в виде функции OT x, уи 2. Является ли и целой panuo- 
нальной функцией or € и \; от ® иф; OT xX, уи 2? 

2970, Сложную функцию 


x axyt 2) 
2= азии: +? чу? 
x? учу 


представить в виде «цепочки» зависимостей из двух звеньев. 
2971. Исследовать методом сечений график функции 


2 
2 = (а ="). Что представляют собой сечения плоскостями 


Х = ©0184; y=const; z= const? 
2972. Исследовать методом сечений график функции 2 = xy. 


Что представляют собой сечения плоскостями x = const; 
y=const; 2 = const? 
2973. Исследовать методом сечений график функции 
x, 
2974, Исследовать методом сечений график функции 
2° = ах? +by? (а>0,6>0). 


$ 2. Простейшие свойства функции 


Область определения 


2975. Область ограничена параллелограммом со сторонами 
y=0, y=2, y= bx. y= 1=- 1; граница параллелограмма 


исключается. Задать эту область неравенствами. 


2976. Областью служит фигура, ограниченная параболами 


y=x? и х=у? (включая границы). Задать эту область нера- 


венствами. 

2977. Записать с помощью неравенств открытую область, 
являющуюся правильным треугольником © вершиной в начале 
координат, со сторонами, равными а, причем одна ‘из них на- 
правлена по положительной полуоси Ох (треугольник лежит 
в первом квадранте). 

2978. Область ограничена бесконечным круглым цилиндром 
радиуса В (границы исключаются) с осью, параллельной оси Oz 
и проходящей через точку (а, В, с). Задать эту область с помо- 


щью неравенства. 

2979. Записать с помощью неравенства область, ограничен- 
ную сферой радиуса Е с центром в точке {a, b, с} (включая гра- 
ницу). 

2980. Вершины прямоугольного треугольника лежат внутри 
круга радиуса В. Площадь 5 треугольника является функцией 
его катетов хи у: $=9$(х, у). Какова область определения 


функции 5 = (x, 9). 

2981. В шар, радиуса Е вписана пирамида с прямоугольным 
основанием, вершина которой ортогонально проектируется в 
точку пересечения диагоналей основания. Объем пирамиды У 
является функцией сторон x и у ee основания. Будет ли эта 
функция однозначной? Составить для нее аналитическое выра- 
жение. Найти область определения функции. 


2982. Квадратная доска состо- 
ит из четырех квадратных клеток; 
двух черных и двух белых, как 
указано на рис. 44; сторона каж- 
дой из них равна единице длины. 
Рассмотрим прямоугольник, сто- 
роны которого х и у параллельны 
сторонам доски и один из углов 
которого совпадает с черным ее 
углом. Нлощадь черной части это- 
го прямоугольника будет функци- 
ей от хи у. Какова область опре- 
деления этой функции? Выразить 
эту функцию аналитически. 
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В задачах 2983-3002 найти области определения функций. 




















2983. z = 2984. 2 = т’ —4х+ 8). 
2985. z= = т 2986. 2= ухчучух-у. 
Е 

2.4 1 За 
2987. 2 т + pay 2988. 2 = arcsin ra 
2989. 2 = шлу. 2990. z= х- у. 
2991. 2 = arcsin say + aresee(x* + у*). 
2992. 2993. 2= 
2994. +x? +y? - B®. 
2995. z=ctgn(x+y). 2996. z= sin (x* + у). 
2997. 2 = ухзту. 2998. z = Inx-Insiny. 
2999. г = ш[е (у -<)]. — 3000. z = aresin[ 2y (1 + =) - 1] 
3001. 
3002. 
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Предел. Непрерывность функции 


В задачах 3003-3008 вычислить пределы функций, полагая, 
что независимые переменные произвольно стремятся к своим 
предельным значениям. 





; 2+ 2 : 
3003. lim . 3004. lim 2 
230 ух? у? +1 30 x? ty 
yoo yoo 
аще) стей) 
3005. lim — 3006. lim Тен. 
2-50 зу £40 (7 +y 2) x 
yo 0 





pom Зи 
2. = 
3007. lim £2 3008. lim (1+ у") 2-й 
£30 х +у х—>0 
yoo у>0 


3009. Показать, что функция #= a при х>0, yo 0 


может стремиться к любому пределу (в зависимости от того, как 
стремятся к нулю x и у). Привести примеры таких изменений х 
и у, чтобы: a) limu = 1; 6) limu = 2. 





3010. Найти точки разрыва функции z = 2 7 
x+y 





. Как ведет 


себя функция в окрестности точки разрыва? 
1 


3011. Найти точки разрыва функции 2 = —,—~—;—. 
sin? лечат? лу 





3012. Где будет разрывна функция 2 = = ? 




















у 
3013. Где будет разрывна функция 2 = ate + an ? 
у? +2х 

3014. Где будет разрывна функция 2 = ae ? 

3015*. Исследовать непрерывность функции при х=0, 
у=0: 

2 

1) f(x y)= a 1(0,0)=0; 2) He y)= ap 1(0,0)=0; 
(ку) = вт, £0.0)=03 4) 1 и)= ae 1(0,0)=0; 
5) f(x y)== A, 70,0)=0; буку, £(0,0)=0. 





Линии и поверхности уровня 





3016. Дана функция 2= 1(х,у)= =i. Построить линии 
ау 


уровня этой функции для 2 =1, 2, 3, 4, 
3017. Функция z= F(x, y) задана следующим образом: 


в точке Р(х,у) ее значение равно углу, под которым виден из 





этой точки данный в плоскости Oxy отрезок АВ. Найти линии 
уровня функции f(x, у). 
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В задачах 3018-3021 начертить линии уровня данных функ- 
ций, придавая z значения от ~ 5 до +5 через 1. 


3018, 2=ху. 
3020. 2= a{e? + 1). 


3019. 2= х?учх. 


3021. 2 = 24}. 
x 






3022. Построить линии уровня функции z= 
- a(x? - 57), придавая 2 значения от - 1 до a через 4. 


3023. Построить линии уровня функции 2, неявно заданной 


‘уравнением 
(3) [eof и] - Деу] 


давая 2 значения от — 4 до 4 через единицу. 
3024. Построить линии уровня функции 2, заданной неявно 
уравнением у = 2 (x - 2) , давая г значения от — 3 до 3 через 1. 
3025. Найти линии уровня функции 2, заданной неявно 
уравнением z+xInz+y=0. 


3026. В пространстве дана точка А. Расстояние переменной 
точки М от точки А есть функция координат точки М. Найти 
поверхности уровня этой функции, соответствующие расстояни- 
ям, равным 1, 2, 3, 4. 

3027. Функция и = F(x, у, z) задана следующим образом: в 
точке Р(х, у, 2) ee значение равно сумме расстояний этой точ- 
ки от двух данных точек A(x, ws a); B(x, уг, 2). Указать 
поверхности уровня функции f(x, у, 2). 

3028. Найти поверхности уровня функции 

usin Ley? ty? 42? 
reef? ey? не? 


x? чу? 





3029. Найти поверхности уровня функции и = 


3030. Найти поверхности уровня функции: 
Пи= бах+ву+: 


2) и +y? - 227 i 
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= 


10 1 i 24816 
Рис. 45 
3031. На рис. 45 изображены линии уровня функции 
2= f(x, у). Построить график функции: 
1) z= f(x, 0); 2) 2= f(x, 4); 3) z=f(1,y)s 
4 2=f(-5,y)s 8) a=F (8x) ==, 2°). 


$ 3. Производные и дифференциалы 
функций нескольких переменных 


Частные производные 


3032. Объем газа v является функцией его температуры и 
давления: v= f (p, 7). Средним коэффициентом расширения 
газа при постоянном давлении и изменении температуры от Ty 
аи. 
и (т.т, ^ 
эффициентом расширения при постоянном давлении при дан- 
Hott температуре То? 

3033. Температура в данной точке А стержня Ох является 
Функцией абоциесы x точки А и времени #: 0 = f(x, t). Какой 


до Т. называют выражение Что следует назвать ко- 


Физический смысл имеют частные производные = и 2 ? 
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3034. Площадь $ прямоугольника выражается через основа- 
ние $ и высоту й формулой S = bh. Найти 35, $ и выяснить 
геометрический смысл полученных результатов. 

8035. ane две функции: и= \а?-х? (а - постоянная) и 
2=\ . Найти ae и & . Сравнить результаты. 


В задачах 3036-3084 найти частные производные данных 
функций по каждой из независимых переменных (Хх, У, 2, и, %, 
у ouy- переменные): 


3036. 2=х-у. 3037. z= x°y—yPx. 
3038. 6 = axe + bt (а, 6 — постоянные). 
3039, z=4+2. 3040. = ae 


3 
3041. 2=(5x°y-y* +7) . 3042. 2=x fy + 


3043. z= In( « +x? + у"). 3044. 2= aretg =. 














3045, z=—1. 3046. z= x’. 
arctg 
3047. 2 = In(x* + уз). 3048. ‘ 
x ty? +x 
ey? 
3049. z = arcsin = 3050. z= Intg+. 
ey y 
-= 
3051. 2=е'. 3052. z=In(x + у). 
3053. и = ато ее. 3054. 2= sinZ cost. 
$ = у 
3055. 2 = ay ‘ 3056. z= (1+ xy)’. 
3057. 2 = xyln(x+y). 3058. z= x*¥ 
3059. и = xyz. 3060. и = xy + yz+2x. 


3061. u = 4 pre. 3062. u = x2 + yz? +Зух-х+2. 


3063. w = xyz + yzu + zvx +оху. 





xf x? +y?+2? 
8064. w= el ) зов, u=sin(x? + y? +21. 


3066. u=In(x+y+ =). 3067. их". 


"3069. f pe =х+у- ух? +? вточке (3, 4). 


3068. u = x”. 


3070. z = In| #2) в точке (и, 2). 3071. 2= (речи. 
3072. г = (1+log, x). 3073. 2 = хуем". 
3074, 2 = (x+y?) 

~(#+ jee дну? ° 


3075. z= arctg ух р 3076. 2=2. 


3077. z= ый + ух? + x + (xv? + yx?) | 
2 
3078. z=, 1-( + + aresin 2, 
ху г 








3079. 2 = arctg| arct; #-1 ия + 

( is 2 т п 
3080. и. 3081. u = 

ar way 81. u = aretg (x - y)’. 
3082. и = (sin x)”. 3083. u = In* 


Leyx?ty? +27 


= 1 to2(,2 2 
3084. w= Е у? +245? - xyzv)+ Incos (и +22? - хуго). 





3085. и 3 Найти |. 

Iyer 
3086. и = yaz* -51°. Найти a и и при z=b, t=a. 
3087. 2= 43a Найти ae и * при х=у=0. 
3088. и = ysin? x+sin? ytsin? 2. Найти | Ft 


ly=o 
2am] 4 
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3089. usin(lexty?+2°). Найти u,+u,+u, при х=у=2=1. 


41, 

3090. /(х,у) = ху - yx. Найти 5 
Эк Wy feet 
ye? 


3091. Какой угол образует с положительным направлением 
3+2 
xis 
оси абсцисс касательная к линии 2 = > y=4 в точке 


4 
(2, 4,5)? 

3092. Какой угол образует с положительным направлением 
оси ординат касательная к линии 2=\/1+ х? + у?, x =1-в точ- 
xe (1,1, 8)? 

3093. Под каким углом пересекаются плоские линии, monys 
чающиеся в результате пересечения поверхностей 2 = x” + не и 


242 
2== a плоскостью y = 2? 


Дифференциалы. Приближенные вычисления 


В задачах 3094-3097 найти частные дифференциалы данных 
функций по каждой из независимых переменных. 


3094. 2 = ху? - Зх?у? +2,*. 3095. 2= 
3097. и = In(x* + 2y% - 2). 





2 ay, 





3096. z=. 
+у 


РЕ 
3098. 2=Yx+y?. Найти 4,2 при x=2, у=5, Ду = 0,01. 
3099. z= Мля. Найти 4,2 при х=1, y=1,2, 

Ах = 0,016. 

3100. u = р-# + рча+г. Найти d,u при р=1, 9=3, 

г=5, Др= 0,01. 

В задачах 3101-3109 найти полные дифференциалы функций. 
3101. у= х2у4 — хЗу8 +24у?. 3102. г= Lin(2? + у°). 


НУ. 104. 2= in, 
3103, z=) 3104. 2 = ares Е 





$ 3. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 219 





3105. 2 = зп (xy). 3106. z = arctg 





xty 
1-ху` 


2 yy? 
3107. 2==%. 3108. z=arctg(xy). 8109. u= x". 
ny 


Применения .к вычислениям 


3110. Найти значение полного дифференциала функции 
г=х+у- +? при х=3, y=4, Ax=0,1, Ду= 0,2. 

3111. Найти значение полного дифференциала функции 
2=е* при х=1, у=1, Ах= 0,15, Ay =0,1. 

3112. Найти значение полного дифференциала функции 
z= iF при x=2, y=1, Ax=0,01, Ay = 0,08. 


x, 





3113. Вычислить приближенно изменение функции 





== ae при изменении x oT X,=2 до x) =2,5 uy or y, =4 
до Yo = 3,5. 
3114. Вычислить приближенно In (оз + 30,98 ~1), 


3115. Подсчитать приближенно 1,047.07. 


3116. Найти длину отрезка прямой x = 2, У=3, заключен- 
ного между поверхностью 2 = x? *. у и ее касательной плоско- 
стью в точке (1, 1, 2). 

3117. Teno взвесили в воздухе (4,14+0,1 H) и в воде 
(18+ 0,2 Н). Найти плотность тела и указать погрешность под- 
счета. 

3118. Радиус основания конуса равен 10,2+0,1 см, обра- 
зующая равна 44,6 + 0,1 см. Найти объем конуса и указать по- 
грешность подсчета. 

3119. Для вычисления площади 5 треугольника по стороне 


in ВзтС 
а и углам В и С пользуются форм: $ =1 а? З123тС 
ia уюта формулой $= a" (BC) 


относительную погрешность 6, при вычислении S, если отно- 


сительные погрешности данных элементов равны соответствен- 
но 6., бь, S¢. 


» Найти 
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3120. Сторона треугольника 
имеет длину 2,4 м и возрастает со 
скоростью 10 cm/c; вторая сторо- 
на длиной 1,5 м уменьшается со 
скоростью 5 см/с. Угол, заклю- 
ченный между этими сторонами, 
равный 60°, возрастает со скоро- 
стью 2° в секунду. Как и с какой 
скоростью изменяется площадь 
треугольника? 

3121. В усеченном конусе радиусы оснований равны 
В=30 см, г=20 см, высота й =40 см. Как изменится объем 
конуса, если увеличить В на 3 мм, г на 4 MM, В на 2 мм? 

3122. Показать, что при вычислении периода Т колебания 


маятника по формуле Т = = (i - длина маятника, g — уско- 


рение силы тяжести) относительная погрешность равна полу- 
сумме относительных погрешностей, допущенных при опреде- 
лении величин [и g (все погрешности предполагаются доста- 
точно малыми). 

3123. Выразить погрешность при вычислении радиуса г дуги 
АВ (рис. 46) окружности по хорде 23 и стрелке р через погреш- 
ности ds и dp. Вычислить dr при 2s = 19,45 om+0,5 мм, 
р = 3,62 см+0,3 мм. 


$ 4. Дифференцирование функций 
Сложная функция” 


3124. use", x=sint, у=В; dur 


3125. u= 2? +у?+2у, z=sint; уе; 4 


3126. 
3127. 


? Начиная с этого раздела и до конца главы Х нумерация задач в настоя- 
щем издании отличается от нумерации 9-го и более ранних изданий. 
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3128. 2=х? ту, x=4, y=8u-2v; 42 =? Ba? 


> de? ip 
3129. u = In(e* + =}; a =? Найти a, если y = x°, 
3130. z= aretg (xy); найти ae, если y =e". 
3131. и = aresin=, 2=ух” +1 
3132. 2-1 (2+2? у), х-1, y=Ve 


_ еу-) 
ан 
_ xyarcte{xytxty) | 


3133. ‚ y=asinx, 2=cosx; 


3134. 42=? 


3135. z= (x? + re ыы 


3136. z= te? -y’, ev}; 


3137. Показать, что функция z= aretg +, rye x=utv, 


uv 


очи? 


у=и-ь, удовлетворяет соотношению & + 3: 


3138. Показать, что функция z=ol?+y’), где pu) - 
дифференцируемая функция, удовлетворяет соотношению 


3: _ х9: = 
ys *y о. 


3139. u = sinx + F(siny -sinx); убедиться, что 


Зи. Зи. = 
ду Сов + 5, COSY = COSX COBY, 


какова бы ни была дифференцируемая функция Р. 


и Laz, ld 
3140. z= Да 5 ] убедиться, что о у 


бы ни была дифференцируемая функция f. 
3141. Показать, что однородная дифференцируемая функция 


нулевого порядка z= F(z (см. задачу 2961) удовлетворяет 


у 
соотношению х ae + у ay 0. 
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3142. Показать, что однородная функция #-го порядка 
и= atp(z, #} где Р - дифференцируемая функция, удовлетво- 


9 иди, pu 
ряет соотношению x SE + y oy +2 5: фи. 


3143. Проверить предложение задачи 8142 для функции 
23 
us хбзт- му . 
x 
3144. Дана дифференцируемая функция f(x, у). Доказать, 
что если переменные х, у заменить линейными однородными 


функциями от Х, У, то полученная функция Е(Х, У) связана с 


tk it eH yA yyy PR 
данной функцией соотношением x 3х +у Pies x эх + У у. 


Неявно и параметрически заданные функции 


В задачах 3145-3155 найти производную м от функций, 
заданных неявно. 

3145. у ука". 3146. 5 у ва“. 

3147. лей + yee =0. 3148. (x? + у?) аа -y*)-0. 


2 2 2 
3149. sin(xy)-e ~x®y=0. 3150. x? чу? =a. 


3151. xy-Iny =a. 3152. arctg 4-2-0. 


а 
3153. ух? = e%. 3154. ye" +e” =0. 3155. y* = x’, 
3156. F(x, y) = Е(у, x). Показать, что производная от у по 

x может быть выражена с помощью дроби, числитель которой 

получается из знаменателя перестановкой букв у их. 


3157. x? +y? -4х-10у+4-=0; найти & при х=6, y=2 


и при x=6, y=8. Дать геометрическое истолкование полу- 
ченных результатов. 


3158. xty + xy! — ал?у? = а°; найти & при х=у=а. 


3159. Доказать, что из ху? +х?+у?-1=0 следует 
у у 


Е ay 
а =0. 
1-х* 1-я 


3160. Доказать, что из at+b(x+y)+cxy =т(х-у} следует 
dx = dy й 
a+2bxtex? — a+2by+cy" 


РР р, 74-7 
3161. pty tach a=? ау =? 


3162. + - 29° +27 4422-6520; =? Ga? 


3 =а3: 42279 4 =? 
3163. 2° +3хуг = a"; $ =? “re 


2 _ =0; 42 =? 42 = 
3164. e* - xyz =0; Е? ? 
3165. Показать, что, какова бы ни была дифференцируемая 
функция 9, из соотнощения Ф(сх —аг, су- bz) =0 следует 


а +b Е 

3166. Р(х,у,2)=0. Доказать, что 

ии 1; = -1. 

3167. Найти полный дифференциал функции 2, определяе- 
мый уравнением cos x + cos” yt cos” z=1. 

3168. Функция 2 задана параметрически: xX =uUtv, 
y=u-v, 2=ир. Выразить г как явную функцию OT хи у. 

3169. хеичь, узи? +, 2=ий +0. Выразить z как 


явную функцию от X и у. 
3170. x =ucosv, y=usinv, г = kv. Выразить 2 как явную 


функцию от хи у. 
В задачах 3171-3175 выразить dz через x, у, 2, dx и dy от 
функций, заданных параметрически. 


ЗА. ХЕ, у, zw. 


31а, x = а (пи + 035), y = Уа(сови - по), 
z=1+sin(u-v). 

3173. x =ut+v, утиль, z=Uu'd’. 

3174. x=ucosv, y=usinv, 2=и’, 


3175. x=vcosu-ucosut+sinu, y=vsinu-usinu—cosu, 


z=(u-v). 
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3176. x=e'cosu, у=е“вщо, z=uv. Выразить dz через 
и, о, dx и dy, 


3171. Соотношения u= f(x,y), v=F(x,y), me Ги Р- 
дифференцируемые функции х и у, определяют х и у как диф- 
ференцируемые функции от и и о. Доказать, что 


(34 ae ~ de de Ox iy _ ax Wy) _ 
9х ду ~ dy ax) au dv” av au) = 1 


3178. и wv являются функциями x, У, 2, удовлетворяющими 
соотношениям uv = 3х -Зучё, 0? =x? 4 у?+2?. Показать, что 
a 


du, du, 5 du _ 
Ха TYG, +2, =0- 


3179. Пусть у= f(x, t), F(x,y, t) = 0. Проверить, что 


St ara ap 
az or or de 
ЗЕЕ. ЗЕ * 
or ay tar 


3180. Пусть f(x, y, 2)=0, F(x, y, z)=0. Проверить, что 


ap apy 

Чу _ eae ex 

4х ~ “Star or a" 
ay de ay az 


Ye 
we 


$ 5. Повторное дифференцирование 








3 
3181. 2 = x° + xy? - 5ху + уз. Показать, что 22 = 22 








Qxay ~ dyax* 
3182. 2 = x”. Показ oe = Oe 
ать, Что 5, у = Зизх 
3183. 2 = е*(созу + хэту). Показ: oz az 
( y y) ать, что Зе = Зуд. 
3184, z= arctg 4. Показать, что —22~ = 2 





ay? dx ax dy? © 





= ane 2 2 2 
В задачах 3185-3192 найти oe aa и > от данных 


функций. 
3185. 2= УР ну}. 


3187. 2 = ао. 
ых 


3186. z= Inf x +x? +? } 


3188. 2 = sin*(ax + by). 























zen” = =e 
3189. z=e" . 3190. z= xy 
3191. 3192. 2 = arcsin(xy). 
. ue 
3193. 23 Зуд: =? . 
2 2. 
.2=e"; = . 2 = In (x? a), a2 
3194. 2=е” ; ака 3195. 2= In{[x*+y"); ay 
= din alts OSS = ett, Ow = 
3196. z = sinxy; ara? =? 3197. w=e"; ТЕ =? 
ТОВ av 2 
3198. v = x"y"2"; ая 
3199. z=In ( + e); убедиться, что ey =1 и что 
аа [92-0 
ax? ду? \9хду 
inn): Bu, ди 
3200. и = e*(xcosy-ysiny); показать, что Е + =0. 
3*и - 0. 


2, 
„ит; показать, что £2 + 
3201. и тя к. , ax? ay? 


3202. u = 


2 У 
; показать, что Zu + Zu +58 =0. 
tay? ez? 


д ду’ az 
Эр. Hr 2 


03. г= +1? +2*; показать, что 
32 y Е аи ay? а 7 


(mr) P{inr}  R{Inr) _ 1 
+ + => 
ax? ду? az? re 
3204. При каком значении постоянной а функция 








| 2, 92 
© = х3 +аху? удовлетворяет уравнению He, Xe =0? 


д? ay? 
322 — 2 We 
3205. z= ~~; показать, что 2 = а’. 
ах ax? ay? 
3206. v = ~~ +-L-+—L; показать, что 
ey у-2 2-х 





ey vv , Fo, Pv | _ 
+5 +2 2s ув * Geax) = 0. 


3207. 2=Их, 9), G=x+y, п=х-у; проверить, что 


He _ Pe 
ax? ду? 


Py , аъ 
ax?” ay? 


az 


95° 








8~2102 
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3208. v =xIn(x + а г, тде г? =x? +у?; показать, что 


+e 1 
re toe х+г` 


3209. Найти выражение для второй производной *y oT 


функции у, заданной неявно уравнением f(x, y) = 0. 


3210. у=Ф(х - а) +у(х+а:). Показать, что ey = а? 2, 
их 
каковы бы ни были дважды дифференцируемые функции ф и у. 
3211. и=ф(х)+ у (у) + (х-у)у(,). Проверить, что 
кА au _ д 
(x-y) Эду т 
© HOW - дважды диффереяцируемые функции). 





3212. 2 = yo(x* - y*) Le lee § 
2. z2=yo(x*-y?|. Проверить, что + = ty oe = 7 @ - 
дифференцируемая функция). 
8213. r = xo(x + y)+ yy («+ у). Lee что 
Brg Hey 
ax? 2 З=ду * = =0 
(@ и YW - дважды дифференцируемые функции). 
8214. и= уе (@х+у)+у(ах-у)]. Показать, что 
Bula 9 [2 du 
ax? y? iy =. 
3215. и= НЫ (x-y)+w(x+ у]. Показать, что 
0,2 du) _ 2 88 
Эх ( = вх эп 
3216. и = ле! + ye*. Показать, что 
3% , Fu eu eu 
Du, Hu. yu 
ae?” ay? Geay? Yat ay” 
3217. и =e". Показать, что 








и, Oe 
Tonite = и toed tu. 
2 





3218. u = In= . Показать, что 


xy 
Hu, du dy ~ By =2f4 -4). 





ax?  дх?ду дхду? дз 





В задачах 3219-8224 найти дифференциалы второго порядка. 
от данных функций. 


3219. 2= ху? - х?у. 
3221. 


3220. z = In{x-y). 
3222, 2 = хзш? у. 





3223. 2=е* 3224. и = хуг. 
3225, г = чт (@х + у). Найти 482 в точках (0, п), ( ъ 1). 
3226. u=sin(x+y+2z); а?и =? 
2 
3227. же = 1; 422=? 
ие 
3228. 2° -8xyz=a°; 422=? 
3229. 8x2y? +22? ху -22х8 +42, -4=0. Найти 4?2 в точке 
(2, 1, 2). 
Замена переменных 
3230. Преобразовать дифференциальное выражение 
42° 23 4. 
Я а +2х' ath 
полагая х = 4 
3231. Преобразовать дифференциальное выражение 
х?у”-аху + y, 
полагая x =e", 
3232. Преобразовать дифференциальное выражение 


(1- x 2) -хчау, 
полагая x = sint. 


3233. Преобразовать дифференциальное выражени: 





считая у независимой переменной, x — функцией от нее. 


-3у”?, принимая за 


3234. Преобразовать выражение у’у 
независимую переменную у. 

3235. Преобразовать выражение wy’ -2(y? + у?) к новой 
функции о, полагая у= 4 


ae 


_ —__ 
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3236. Преобразовать к полярным координатам уравнение 
ai х+. 
Е = _ . Полярные координаты связаны с декартовыми фор- 


мулами x =рсозф, y=psing. 


3237. Выражение k = | а преобразовать к полярным 
jw)? 
координатам р, ф. 
3238. Функция z зависит от x, у. В выражении у: xh 
сделать замену независимых переменных с помощью формул 
x =ucosv; y=usinv. 


2, 2, 
3239. Оператор Лапласа буди преобразовать к поляр- 
=” ду 


ным координатам. 
2 2 
3240. Выражение oe Se tke преобразовать к полярным 
ы у 
координатам, считая, что 2=0(р) зависит только от р и не 
зависит от ф. 


2 2. 2 
3241. В выра: F292 He _ 
выражении 3x2 +2 ax dy ыы ay? независимые перемен. 
ные х и у заменить переменными и и, а функцию Z - пере- 


менной ш, полагая, что эти переменные связаны соотношением 


Глава Х! 


ПРИМЕНЕНИЯ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


$ 1. Формула Тейлора. Экстремумы функций 
нескольких переменных 


Формула Тейлора 


3242. f(x, y)=x°+2y?—xy; разложить функцию /(х+^, y +h) 
no степеням h и #. 

3243. f(x, у)= x? +у? -бху-39х +18у+4; найти прираще- 
ние, которое получает функция при переходе независимых пе- 
ременных от значений х=5, y=6 к значениям x=5+h, 


y=6+k. 
8 2,2 

3244. f(x,y)= = — ух + = -2х+3у-4; найти прира- 
щение, которое получает функция при переходе независимых 
переменных от значений х=1, y=2 к значениям x=1+h, 
у=2+#. Ограничиваясь членами до второго порядка включи- 
тельно, вычислить / (1,02, 2,03). 

3245. 1(х, у,2)= Ах? + Ву? + С2? + Рху+ Еуг + Ех; разло- 
жить f(x+h,y +k 2+1) по crenenam h, k nl. 

3246. Разложить 2 = sinxsiny по степеням x 2% иу- ra 
Найти члены первого и второго порядка и Ry (остаточный член 
второго порядка). 

3247. Фувкцию z =x" разложить по степеням х-1, у-1, 
найдя члены до третьего порядка включительно. Использовать 
Результат для вычисления (без таблиц!) 2, = 114°. 
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8248. f(x, у) =e*siny; разложить f(x +h, y+ #) по степе- 
ням Ви №, ограничиваясь членами третьего порядка относи- 
тельно й и k. Использовать результат для вычисления 
2, = e® sin 0,497. 

3249. Найти несколько первых членов разложения функции 
e* siny в ряд Тейлора в окрестности точки (0, 0). 

3250. Найти несколько первых членов разложения функции 
e nfl + y) в ряд Тейлора в окрестности точки (0, 0). 


В задачах 3251-3256 разложить в ряд Тейлора при x) =0, 
¥o = 0 данные функции. 


3251. z= 3252*. z = ас и. 


1 
Тхлучау° Tex, 


3258. z= ш(1 - 2) (1-5). 3254. 2 = In SEE 


3256. 2=е" cosy. 


3257. Найти несколько первых членов разложения по степе- 
ням х-1, у-1 функции 2, заданной неявно уравнением 


3255. z=sin (“ + у). 


2° +уг- ху? - х3 =0 и равной единице при х=1, у=1. 
3258. Получить приближенную формулу oT =1- ры в у?) 


для достаточно малых значений |x], ly |. 


Экстремумы 


В задачах 3259-3267 найти стационарные точки функций. 
3259. 2 = 2х8 + xy? +5? +у?. 3260. z = 2 ++ 2y). 
3261. 2=xy(a-x-y). $262. z= (ох a =?) (2 i у°). 
3263. 2 = sinx + siny + cos(x + у} (0 5х1, 05у ==). 


3264. 2 = Оби, 3265. 2=yVl+x+xJity. 


yltx?+y? 


3266. u = 2x? + y? +22- xy - x2. 
3267. u = 8Inx + 2Iny +5Inz+In(22-x-y~2). 


$ 1. ФОРМУЛА TEMNOPA, ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ 











3268. Ha рис. 47 изображены линии уровня функции 
2=}{(х, у). Какие особенности имеет функция в точках А, В, С, 


ДР и на линии EF? 

3269. Функция 2 задана неявно: 2х7 + 2у? + 2? +842-2+ 
+8 =0. Найти ее стационарные точки. 

3270. Функция 2 задана неявно: 5x? + 5y? + 52” - 2ху- 2х2 - 
-2у2 -172 = 0. Найти ее стационарные точки. 

3271*. Найти точки экстремума функции 2 = 2xy - 3х2 - 
~22? +10. 

3272. Найти точки экстремума функции 2=4(х-у)- 


ax? - у. 


3273. Найти точки экстремума функции 2= we xy + у? + 
+х-у+1. 


& 


3 
3274. Убедиться, что функция z= x? + хучу? + = + у, 


имеет минимум в точке х=у= 


3275. Убедиться, что при х= v2, y= v2 и при x= ат 
у=-— функция 2 = x4 + yt - 2x -4ху-2у? имеет минимум. 
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3276. Убедиться, что при х=5, y=6 функция 2=х8 + 
+? - бху - 89x + 18у+20 имеет минимум. 


3277. Найти стационарные точки функции 2=л%у?х 
х(12-х-у), удовлетворяющие условию х>0, у>0, и исоле- 
довать их характер. 

3278. Найти стационарные точки функции 2 = x° + ры - Зху 
‘и исследовать их характер. 


Наибольшие и наименьшие значения 


3279. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
zax? - у? в круге чу 54. 

3280. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
= + 2ху-4х+8у в прямоугольнике, ограниченном прямы- 
ми х=0, y=0, х=1, у=2. 

3281. Найти наибольшее значение функции 2=х?ух 
х(4-х-у) в треугольнике, ограниченном прямыми х=0, 
y=0, x+y=6. 

3282. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

2 
zee" y [о +3y") в круге х?+у? <4, 

3283. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

2=sinx+siny + sin(x + y) в прямоугольнике O< xs 2s 


л 
Osyst. 


3284. Разложить положительное число а на три поло- 
жительных слагаемых так, чтобы произведение их было наи- 
большим. 

3285. Представить положительное число а в виде произведе- 
ния четырех положительных множителей так, чтобы их сумма 
была наименьшей. 

3286. На плоскости Оху найти точку, сумма квадратов pac- 
стояний которой от трех прямых х=0, y=0, x+2y-16=0 
была бы наименьшей. 

3287. Через точку (а, 6, с) провести плоскость так, чтобы 


объем тетраэдра, отсекаемого ею от координатного трехгранни- 
ка, был наименьшим. 
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3288. Даны п точек: А (м, и, а), .-.› А»(х,› И», 24). На 
плоскости Оху найти точку, сумма квадратов расстояний кото- 
рой от всех данных точек была бы наименьшей. 

3289. Даны три точки А(0, 0,12), В(0,0,4) и C(8, 0, 8). 
На плоскости Oxy найти такую точку D, чтобы сфера, прохо- 
дящая через А, В, С и D, имела наименьший радиус. 

3290. В данный шар диаметра 2R вписать прямоугольный 


параллелепипед наибольшего объема, 






Условные экстремумы 


В задачах 3291-3296 исследовать функции на экстремум. 
8291. z= x"+y™ (m>1) при х+у=?2 (х20,у20). 


3292. z= xy при х? +y? = 2a”. 
3293. = при ти 


а 
3294. 2 = acos’ x+bcos’y при у-х=т. 
3295. и=х+у+2 при tedster. 


3296. и = xyz при: 1) х+у+2=5, 2) xy+xz+yz=8. 
3297*. Доказать справедливость соотношения 


afexbratal 5 [аня 
п = п ы 


3298. f(x, у) = х? -Зху? +189, причем 8x°y~y* -6x = 0. 
Доказать, что функция f(x,y) достигает экстремума в точках 
=. 


№ 2 2 2 

3299. Найти минимум функции и = ах" + by” + cz, где a, 6, 
с — положительные постоянные, а д, у, 2 связаны соотношением 
х+у+2=1. 





х=у= 


3300. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
и=у? +42? -4уг-2х2-2ху при условии 2x? + By? +62? =1. 

3301. На плоскости 8x-2z=0 найти точку, сумма квадра- 
тов расстояний которой от точек А(1, 1, 1) и B(2,8,4) была 


бы наименьшей. 
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3302. На плоскости х+у-22=0 3314. На параболе х? +2ху+у?+4у=0 найти точку, наи- 


найти точку, сумма квадратов рас- менее удаленную от прямой 3х -бу+4=0. 
стояний которой от плоскостей 


: 5. 2: 2у?-х-у=0 найти точку, 
х+32 =6 и у+32 =2 была бы наи- ЕК : к 


ближайшую к прямой 9х -7у+16 =0. 
меньшей, 3316. Найти наибольшее расстояние точек поверхности 
3303. Даны точки А(4,0, 4), Е ы 





2 2 2 = 5 

B(4, 4,4), C(4,4,0). На поверхно- 2x° + By? + 22° +2х2 = 6 от плоскости z=0. 

3317. Найти стороны прямоугольного треугольника, имею- 
сти mapa х?+у?+27 =4 найти такую точку $, чтобы объем щего при данной площади S наименьший периметр. ° 
пирамиды SABC был: a) наибольшим, 6) наименьшим. Прове- 3318. В прямой эллиптический конус, полуоси основания 
которого равны а и 6, высота H, влисана призма с прямоуголь- 
ным основанием, так, что стороны основания параллельны 
осям, а пересечение диагоналей основания лежит в центре эл- 
липса. Каковы должны быть стороны основания и выеота этой 
призмы, для того, чтобы ее объем был наибольшим? Каков этот 
наибольший объем? 


рить ответ элементарно-геометрическим путем. 

3304. Найти прямоугольный параллелепипед данного объе- 
ма Г, имеющий наименьшую поверхность. 

3305. Найти прямоугольный параллелепипед данной по- 
верхности 5, имеющий наибольший объем. 

3306. Найти объем наибольшего прямоугольного параллелепи- 3319. Найти правильную треугольную пирамиду заданного 
неда, который можно вписать в эллипсоид с полуосями а, бис. объема, имеющую наименьшую сумму ребер. 

3307. Палатка имеет форму цилиндра с насаженной на него 3320. На эллипсе даны две точки; найти на том же эллипсе 
конической верхушкой. При каких соотношениях между ли- третью точку так, чтобы треугольник, имеющий вершинами 


нейными размерами палатки для ее изготовления потребуется указанные точки, был наибольшим по площади. 
наименьшее количество материала при заданном объеме? 

3308. Сечение канала имеет форму равнобочной трапеции 
данной площеди. Как выбрать его размеры, чтобы омываемая удаленную от начала координат. 
поверхность канала была наименьшей (рис. 48)? 

3809, Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих 
данную диагональ, найти тот, объем которого наибольший. ки, наименее и наиболее удаленные от плоскости 3x + 4y+ 

3310. Указать наружные размеры открытого (без крышки) +122 = 288. 
ящика формы прямоугольного параллелепипеда с заданной 3323. Даны плоские линии f(x, y)=0 и Ф(х, у)=0. Пока- 
толщиной стенок @ и объемом У, чтобы Ha него пошло наи- 
меньшее количество материала. 

3311. Найти наибольший объем параллелепипеда при дан- 
ной сумме 12а всех его ребер. 

3312. Около данного эллипса описать треугольник с основа- 
нием, параллельным большой оси, площадь которого была бы 
наименьщей. 


2 2 
3321. К эллипсу 45+ =1 провести нормаль, наиболее 
а? 
22 = 
3322. Ha эллипсоиде вращения ery +2 = 1 найти точ- 


зать, что экстремум расстояния между точками (о, В) и (6, 1), 


лежащими соответственно на этих линиях, имеет место при 
зыполнении следующего условия: 





ab yen 
Пользуясь этим, найти кратчайшее расстояние между эл- 
более удаленные от прямой Зх+у-9=0. . липсом x? +2ху+ 5у? -16у=0 и прямой х+у-8=0. 


2 2 
3313. На эллипсе a+ =1 найти точки, наименее и наи- 
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$ 2. Плоские линии 


Касательные и нормали 


В задачах 3324—3827 написать уравнения касательной и 
нормали к линиям в указанных точках. 


3324. x°y +y%x =3-х2у? в точке (, 1). 

8325. В + у) — хЗуз = 9аб в точке (а, 2а). 

3326. cosxy =х+2у в точке (, 0). 

3327. 2x° - х?у+ 3х? +4ху-5х -3у+6=0 в точке ее пере- 
сечения с осью Оу. 

Особые точки 

В задачах 3328-3340 найти особые точки. 

3328. у? = x°(x-1). 3329. ах? = (x? ии. 

3330. у?’ = ад? +655. 3331. у? = x(x-a). 

4 2 4 4_ 9,2 2 = 
3332, x? +y . 8333. x* + y* - 8x* -10y* +16=0. 
3334, xt +12x° — 6y* + 86x? + 27y? -81=0. 

3335. x? + y? + B8axy = 0. 8386. д? +у? = xt ty! 
3837. y = xInx. 3338. у? = sin’ x. 


3339. у? = (x - a). 3340. х° (y - ey. 


Огибающие 
3341. Найти уравнение огибающей семейства прямых 
y=axt f(a). В частности, положить f(a) = cosa. 
3342. Найти огибающую семейства прямых у = 2mx + т“. 
3343. Через точку А(а, 0) проведен пучок прямых. Найти 


огибающую семейства нормалей, проведенных к прямым этого 
пучка в точках их пересечения с осью Оу. 


3344. Найти огибающую семейства парабол Ра = a(x - a). 


3345. Найти огибающую семейства парабол ах? + а?у = 1. 





3346. Найти огибающую семейства парабол у = а? (x = ay + 
3347. Найти огибающую семейства полукубических парабол 


2 3 
(y- a) =(z-a). 
3348. Найти огибающую семейства линий = + ay” =a’, 


3349. Найти огибающую семейства эллипсов и =1 при 
условии, что сумма полуосей каждого эллипса равна 4. 

3350. Радиусы окружности проектируются на два ее взаим- 
но перпендикулярных диаметра и на проекциях, как на полу- 
осях, строятся эллипсы. Найти огибающую полученного семей- 
ства эллипсов. 


3351. Найти огибающую семейства окружностей, имеющих 
центры на параболе у = bx? и проходящих через ее вершину. 

3352. Прямая движется так, что сумма длин отрезков, отсе- 
каемых ею на осях координат, остается постоянной и равной а. 
Найти огибающую полученного семейства прямых. 

3353. Найти огибающую диаметра круга, катящегося без 
скольжения по данной прямой (радиус круга Е). 

3354. На хордах круга (радиуса Е), параллельных заданному 
направлению, как на диаметрах, описываются окружности. 
Найти огибающую этого семейства окружностей. 

3355. Прямая движется так, что произведение отрезков, от- 
секаемых ею на осях координат, равно постоянной величине а. 
Найти огибающую этих прямых. 

3356. Показать, что всякая линия является огибающей се- 
мейства своих касательных. 

3357. Показать, что эволюта линии является огибающей се- 
мейства ее нормалей. Найти эволюту параболы у? =2рх как 
геометрическое место центров кривизны и как огибающую се- 
мейства нормалей. Сравнить результаты. 

3358. Доказать теорему: если линия (А) есть огибающая се- 
мейства прямых xcost+ysint-f (= 0, то эволюта линии (A) яв- 


ляется огибающей семейства прямых —xsint + ycost — f’(t)=0. 

3359. Радиус-вектор ОМ произвольной точки М равносто- 
ронней гиперболы xy =1 проектируется из асимптоты гипербо- 
лы. Найти огибающую эллипсов, построенных на проекциях 
ОМ, как на полуосях. 


Spam crogieee mentneng 
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$ 3. Векторная функция 
скалярного аргумента. 
Линии в пространстве. Поверхности 


Векторная функция скалярного аргумента 


3360. Доказать формулы дифференцирования 


Ч (ши а 
Че (uv) ино, at 


Здесь и и о — векторные функции скалярного аргумента t. 
3361. Дано r = r(t). Найти производные: 


а {,2). df dr). d ar). а [ dr 4? 
а) гы }: 5) #44) в) A (rx); г) (rae #1. 


3362. Дано, что при всех значениях # векторы r(t) и 4 





(uxv)=ux + dx, 





2, 3, 
коллинеарны. Доказать, что и векторы Чт, fe Lh кол- 
а?’ at® а" 


линеарны вектору r(t). 


3363. Доказать, что если модуль |r| функции r(t) остается 
постоянным для всех значений &, то ir, (Каков геометриче- 


ский смысл этого факта?) Имеет ли место обратная теорема? 
3364. Дано r=acoswt+bsinwt, где аи b - постоянные 
векторы. Доказать, что 


dt or etre 
1) "хз: wax 2) oy to'r=0. 


3365. Доказать, что если е - единичный вектор направления 
вектора Е, то ex de = ЕЕ. 


3366. Доказать, что если г = ae™ +be™, гдеаи - посто- 
янные векторы, то Е -o'r = 0. 
f 
3367. u-a(x,y,ztit+Blnyztlityyatk, rae x, у, 
2 - функции от #. Доказать, что 


du. да дих, ди 4 , ди dz 
dt at * ax dt "у а: + a2 dt” 


3368. Дано: r = r(u), u = 0(x). Выразить производные £, 


@r dr dr Фр dr 
, через > . 
dx?” “ged PES би» дут? aud 








3369. Доказать, что если для векторной функции г= r(t) 


имеет место соотношение % = ог, где @ = соп8%, то годогра- 


фом функции r(t) является луч, выходящий из полюса. 

3370. Пусть функция r(t) определена, непрерывна и диф- 
ференцируема в интервале (4 $ t), причем r(4) = r (ty). При- 
менить теорему Ролля к функции ar, где а - произвольный 
постоянный вектор. Объяснить результат геометрически. 

3371. Дан радиус-вектор движущийся в пространстве точки 
газть -acost, be” ({ - время, а и b - постоянные). Найти 
годографы скорости и ускорения. 

3372. Найти траекторию движения, для которого радиус- 


вектор движущейся точки удовлетворяет условию 47 =ахг, 


где а — постоянный вектор. 
3373. Материальная точка движется по закону Fr = Uot + 


+8 (г - радиус-вектор этой точки в момент Ё, Ug и Е - за- 


данные векторы). Показать, что: 1) кинетическая энергия мате- 
риальной точки есть квадратичная функция времени; 2) Up — 
начальная скорость (т. е. значение вектора скорости в момент 
#=0); 3) движение происходит с постоянным ускорением, рав- 
ным вектору g; 4) движение происходит по параболе (если 
только векторы Up и & не коллинеарны), ось которой парал- 
лельна вектору g. 

3374. Закон движения материальной точки задан формулой 
r=acost+bsint+e, где векторы a и $ взаимно перпендику- 
лярны. Определить траекторию движения. В какие моменты 
скорость движения будет экстремальной? В какие моменты ус- 
корение будет экстремальным? 

3375. Формулы преобразования декартовых координат 
в сферические имеют вид х=рзт0с05ф, y=psinOsing, 
z=pcos@, где р - расстояние данной точки от полюса, 0 — 
широта ее, ф - азимут или долгота. Найти компоненты скоро- 


сти движения материальной точки в направлениях единичных 
ортогональных векторов €,, &g, €y- 
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Пространственные линии 


В задачах 3376-3383 составить уравнения касательной пря- 
мой и нормальной плоскости для данных линий в указанных 
точках: 





4°37 2 а 3’ 2 
вольной точке. 
А 


3377. x=acosp, y=asing, z= в данной точке 


3376. (4 £ 5). т.е. gate y fo 22k в произ- 





(22, a ‘ 4). Доказать, что касательная во всех точках линии 


составляет с осью 02 один и тот же угол. 
3378. x=at, y= Тай, z= tat? в точке (ба, 18а, 72a). 





3379. x=t-sint, у=1-с08Ё, 2 


(£-1, 1, 24). 


2 


4sin$ в точке 


3380. у’ +2? =25, x? +y° = 10 вточке (1, 3, 4). 

3381. 252 + 3y? +27 =47, x? +2y? =z в точке (-2,1, 6). 
3382. x? + y° 
3383. x° + 2° 


, х=у в точке (xo + Yo> 20). 





ы ры +2 = в произвольной точке. 


3384. На линии r{eost, sint, «} найти точку, касательная 


в которой параллельна плоскости 3х +у-4=0. 


В задачах 3385-3387 составить уравнения соприкасающейся 
плоскости, главной нормали и бинормали к данным линиям 
в указанных точках. 


3385. У =x, x? =z вточке (1, 1,1). 
3386. х°=242, у? = 2bz в произвольной точке. 
3387. r{e, et, 5} в точке (e. et, v2). 


3388. Показать, что касательные, главные нормали и би- 


нормали линии r{efeost, e'sint, e'} составляют постоянные 


‘углы ¢ осью Oz. 








В задачах 3389-3392 составить уравнения касательной пря- 
мой, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся 
плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости к дан- 
ным линиям в указанных точках. 


3389. х=Ё, y=1-t, z=? вточке (1, 0,1). 
3390. x? +92 +22 =8, x? +y? =2 в точке (l, 1, 1). 
3391. r{sint, cost, tgt} в точке (4. &, 1). 


3392. „(в -Р-5 32 +1, 288 - 16] в точке, соответствующей 
значению параметра #=2. 
3393. Показать, что линия r{2e +8, 3¢-1, 2] имеет во всех 


точках одну и ту же соприкасающуюся плоскость. Объяснить 
этот факт геометрически. 
3394. Доказать, что линия 


r{ay? + DL + са + bot + Cy, а? + Dgt + в} 
плоская, и составить уравнение той плоскости, в которой она 
расположена. 


3395. Найти радиус кручения линии r{cost, sint, ch tH. 
3396. Найти радиус кривизны линии r{in cost, Insint, 5%} , 


0<:< re Показать, что кручение в любой ее точке равно кри- 
визне в этой точке, 

3397. Показать, что для линии rfe cost, e’sint, et (см. 
задачу 3388) отношение кривизны к кручению остается посто- 
янным для всех точек кривой. 


3398. Как выразится кривизна пространственной линии, за- 
данной уравнениями у=ф(х), z= w(x)? 


3399. Выразить векторы т, V,, В, через производные ради- 
ус-вектора точки на кривой r = r(t). 
3400. Выразить каждый из векторов т, \;, В, через два 


других. 
3401. Найти вектор (3) (вектор Дарбу), удовлетворяющий 


ay a, 
условиям Fh =oxty Е = ФХУ 48. - шхв.. 
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Длина дуги пространственной линии 
ЗВ задачах 3402-3409 найти длину дуги линий. 
3402. rfat, ine, } от t=1 до t= 10. 
3403. r{acost, asint, alncost} от точки (а, 0, 0) до точки 
2 а а 
Seg gine) 
3404. = cost, е sint, et от точки (1, 0, 1) до точки, соот- 


ветствующей параметру ¢. 
3405. х?=3Зу, 2ху=92 от точки (0,0,0) до точки 


(3,2, 2). 
3406. 2? =2ах, oy? =16х2 от точки (0, 0, 0) до точки 
(20, за, 2a). 


3407. дах = (y+ 2 ‚ 4x? + By? = 32? от начала координат до 


точки (x,y, 2). 
а от начала координат до 





3408. y= V2ax- x", 


точки (x,y, 2). 
3409. -y = aaresin=, z= ta in St от начала координат до 


точки (¢.4 mn ‚23. 


Поверхности 


В задачах 3410-3419 для данных поверхностей найти урав- 


нения касательных плоскостей и нормалей в указанных точках. 
3410. z = 2x" -4у? в точке (2, 1, 4). 
3411. z = xy в точке (.. 1, 1). 
3 
3412. z= sae в точке (a, a,- a). 


3413. 2 = yx" +y? ~xy в точке (3,4, ~-7). 


3414. z= aretg = в точке (. 1, x). 
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3415. atta =1 зточкь ( 3° 3° |" 


3416. x9 + y* + 2° + xyz-6 = 0 вточке (1, 2, -1). 
3417. 3x* -4у32+42? ху -42°x+1=0 в точке (1,1, 1). 
3418. & - x?) xy - ры =5 в точке (, 1, 2). 


3419. 4+ yx? +y? +2? =хчуч2 вточке (2, 8, 6). 


3420. Tensents, что уравнение касательной плоскости к эл- 


2 
‚липсоиду 4 x = =1 в любой его точке Mo(xo + Yor 20) 


5 


имеет вид AF + Met = == 1. 


3421. К, эллипеоиду x? + 2y* +22 =1 провести касательную 
плоскость, параллельную плоскости x - y+ 2z= 0. 


3422. К эллипсоиду => ey > +2; =1 провести касательную 
с? 


плоскость, отсекающую на положительных полуосях координат 
равные отрезки, 
3423. Показать, ‘что поверхности x+2y-Inz+4=0 и 


х? - xy-8x+z+5=0 касаются друг друга (т. е. имеют общую 
касательную плоскость) в точке (2, -3, 1). 

3424. Доказать, что все плоскости, касательные к поверхно- 
сти 2=xf z ) пересекаются в одной точке. 

3425. Написать уравнения касательной плоскости и нормали 
к шару r{ucosv, usinv, ya - | в точке п {хо, Yor Zo}. 

3426. Написать уравнения касательной плоскости и нормали 
к гиперболическому параболоиду г fa(u + 5}, bu = v), uv} в про- 
извольной точке (xo > Ho» 20). 

3427. Доказать, что поверхности xy у? +2 = и 
x? +у? +27 = by ортогональны друг к другу. 

3428. Показать, что касательная плоскость к поверхности 


ху2 = a® в любой ее точке образует с плоскостями координат 
тетраэдр постоянного объема. Найти этот объем. 
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3429. Показать, что касательные плоскости к поверхности 
Мен уу + 2 = а отсекают на координатных осях отрезки, 
сумма которых равна 4. 

3430. Для поверхности z= xy написать уравнение каса- 


тельной плоскости, перпендикулярной к прямой ag = = 


= 
3431. Показать, что для поверхности д? +? +2" =у длина 
отрезка нормали между поверхностью и плоскостью хОу равна 
расстоянию от начала координат до следа нормали на этой 
плоскости. 
3432. Доказать, что нормаль к поверхности эллипсоида 


2452 2 
вращения = a +e =1 в любой ero точке P(x, у, 2) образует 


равные углы с прямыми РА и РВ, если А(0,-4,0) и 
B(0, 4, 0). 
3433. Доказать, что все нормали к поверхности вращения 


2=} (i? + 7) пересекают ось вращения. 


3434. К, поверхности х?- р —32=0 провести касательную 
плоскость, проходящую через точку А (0, 0, -1), параллельно 


прямой = at 


3435. Ha поверхности x+y? +22 -6у+42=12 найти точ- 
ки, в которых касательные плоскости параллельны координат- 
ным плоскостям. 

3436. Составить уравнение касательной плоскости к поверх- 
ности x=utv, уни? +07, 2=и? +08 в произвольной точке. 
Выразить коэффициенты этого уравнения: 

а) через значения параметров Ug и 20; 

6) через координаты Xp, Yo, 20 точки касания. 

3437. Найти геометрическое место оснований перпендику- 
ляров, опущенных ‘из начала координат на касательные плоско- 
сти к параболоиду вращения 2рг = 2+ y . 

3438. Найти геометрическое место оснований перпендику- 
ляров, опущенных из начала координат на касательные плоско- 


сти к поверхности xyz = аз. 
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$ 4. Скалярное поле. Градиент. 
Производная по направлению 


Градиент 


3439. 1) w(x, у) = x? -2ху+3у-1. Найти проекции гради- 
ента в точке (1, 2). 


=5x? 
2) wu =5x*y -3xy*+y*. Найти проекции градиента в произ- 
вольной точке. 


3440. 1) z= x? +у?. Найти grad 2 в точке (3, 2). 


2) 2=4+х? +у*. Найти grad z в точке (2, 1). 


3) 2 = aretg x Найти grad 2 в точке (хо, Yo): 
S441. 1) wits наиболыную крутизну подъема поверхности 
z= ne +4у } в точке (6, 4, 1100). 


2) Найти наибольшую крутизну подъема поверхности 2 = x4 
в точке (2, 2, 4). 


3442. Каково направление наибольшего изменения функции 
Ф (x, у, 2) =xsinz~ycosz в начале координат? 


3443. 1) z= arcsin о. Найти угол между градиентами этой 
функции в точках (1, 1) и (3, 4). 


2) Даны функции 2= yx? ty? из=х-Зу+ Зху. Найти 
угол между градиентами этих функций в точке (3, 4). 

3444, 1) Найти точку, в которой градиент функции 

= 1 ; ; 

z= ы(х +3) равен i ~ 18}. 

2) Н. 

В wae точки, в которых модуль градиента функции 

z= (x +") равен 2. 

3445. Доказать следующие соотношения (ф и yw - диффе- 
ренцируемые функции, с - постоянная): 

grad(o + y) = gradg + grady; grad(c + 9) = grad; 

grad (co) =cgrad@; grad (ov) = фатад y + у grad; 

grad (9”) = пф"`1 gradg; grad[o(y)] = 9'(v)grady. 
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3446. z= o(u, 5), и= v(x, у), v= (x,y). Показать, что 
a9 
grad z= 39 gradu + 5p Brad о, 
3447. 1) u(x у, 2) = х?у?2. Найти проекции grad и в точке 


(x05 Yor 20). 


2) u(x, у, 2) = [2+ +2. Найти grad и. 


2+у2+22} удовлетво- 
3448. Показать, что функция и= In (x ty tz ya 


2 
ряет соотношению u=2in2- In(grad и) . г 
3449. Доказать, что если х, у, 2 суть функции от & 
oe = xityjt zk. 
4 1(х, ys 2) = areal Gr где r = xi+ yi suse 
3450. Использовать доказанное в предыдущей задач 
ношение для нахождения градиента функции: 


» tert: af = и 9 =F): © f= (ar)(or); 


5) f= (abr); rae a ub - постоянные векторы. | 


Производная по направлению 


3 _ 34? 2:1 
3451. 1) Найти производную функции 2=х —Зх‘у+3ху + : 
; Ke 
в точке М (8,1) в направлении, идущем от этой точки K Tow 
(6, 5). 
1 
2) Найти производную функции 2= aretgxy в точке {1, ) 
в направлении биссектрисы первого координатного угла. ЕР 
3) Найти производную функции zexy -ду у 
ал 
в точке (2,1) в направлении, идущем от этой точки к началу 
координат. 


4} Найти производную фувкции ; 
| образующего угол а с осью abc 


2= in{e* +e) в начале ко- 


ординат в направлении луча, 


ба. Найти производную Функций 2 =In(x+y) в точке 


е = 1 й 
(1 2) привадлежащей параболе у’ = 4%, по направлению это! 
‚2 2 


параболы. 
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3453. Найти производную функции 2 = arctg = в точке 


(+ 8) 


> } принадлежащей окружности xy у ~2x=0, по на- 
правлению этой окружности. 


2 

3454. Доказать, что производная функции 2= = в любой 
точке эллипса 2х? +у? =] по направлению нормали к эллипсу 
равна нулю. 

3455. 1) Найти производную функции и= ху? +28 - хуг 
в точке М (1, 1,2) в направлении, образующем с осями коорди- 
нат углы соответственно 60°, 45°, 60°. 

2) Найти производную функции w= xyz в точке А (5, 1, 2) 
в направлении, идущем от этой точки к точке в(, 4, 14). 

3456. Найти производную функции и= xty?2? в точке 


А(, -1,3) в направлении, идущем от этой точки к точке 
В (0, 1,1). 


2 2 
3457. Доказать, что производная функции и = arc Е 
в 


вм 


в любой точке М (x, у, 2} в направлении, идущем от этой точки 


к началу координат, равна - 2, Te r= i? ty + 


3458. Доказать, что производная функции u =f (x, у, 2) 





в направлении ее градиента равна модулю градиента. 
3459. Найти производную функции и= 1, тде г? = + 


+9? +27, в направлении ее градиента. 

























Глава XII 


МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
И КРАТНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 








$ 1. Двойные и тройные интегралы 


3460. Тонкая пластинка (ее толщиной пренебрегаем) лежит 
в плоскости хОу, занимая область D. Плотность пластинки яв- 
ляется функцией точки: v=7P)= 76 , у). Найти массу пла- 


стинки. 
3461. На пластинке задачи 3460 распределен электрический 


заряд с поверхностной плотностью т = 1(P) = a(x, y). Составить 
выражение для полного заряда пластинки. 

3462. Пластинка задачи 3460 вращается вокруг оси Ох с уг- 
ловой скоростью %®. Составить выражение для кинетической 


энергии пластинки. 
3463. Удельная теплоемкость пластинки задачи 3460 меня- 


ется по закону с = (Р) = e(x, y). Найти количество тепла, по- 
лученное пластинкой при ее нагревании от температуры и о 


температуры fo. 
3464. Тело занимает пространственную область ©; его 


плотность является функцией точки: у=1(Р)=1(х,у, 2). 


Найти массу тела. 

3465. В теле задачи 3460 неравномерно распределен элек- 
трический заряд; плотность заряда является функцией точки: 
8 = 8(x, у, 2). Найти полный заряд тела. 

В задачах 3466-3476 оценить интегралы: 


3466. ff (x+y +10)do, где D ~ круг х?+у? <4. 
D 


3467. [= +y? +9}do, где D - круг x? +? <4. 
D 
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3468. [f(e+y+a)do, где D - прямоугольник O< x <1, 
05у<2. 2 
3469. нии), где D - прямоугольник 
05х51, oe yea: 
3470. Jf ve +ч)ас, где Р - квадрат 05х52, OS ys2. 
D 


3471. Ле +1)'do, где D - квадрат 05х32, OS ys2. 
р 


3412. Печи +2), rae D - квадрат 
р 
05х52, 05у<2. 


3473. [= y -4х-4у+ 10а, где D - область, ограни- 


ченная эллипсом x? + ду? — 2x - 16у+13 =0 (включая границу). 


3474. Пение, ар ЯНВ 
2 


3475. Печи, me © - куб x21, y21, 221, 
Q 
х $3, y<8, 2358. 


3476. Sffery-e+ 10)dv, где © - map x2 +y2 +2253. 
о 


$ 2. Кратное интегрирование 


Двойной интеграл. Прямоугольная область 


В задачах 3477-3484 вычислить двойные интегралы, взятые 
по прямоугольным областям инте: e 
грирования D, - 
виями в скобках: р 
3477. [| -уахау (05251, 05у<2). 
D 
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3478. [[erardy (0< #51, 0Sy 51). 
> 
3479. [Jeary (0sxS1,0sy<)). 


р 
ded (05х<1,05у<1). 
м (05 #51, 


3481. ded (0<xs1,0<y<)). 
D (ete? 


3482. ff xsin(x +y)dxdy (osxsn,0sy 
D 


A 
зв 


3483. [J гиечахау (0 < х<1,05у 52). 


3484. ffes cos (xy?) dx dy (0 Sx т, 05у< 2). 
5 : 


Двойной интеграл. Произвольная область 


В задачах 3485-3497 найти пределы двукратного интеграла 
fre y)dx dy при данных (конечных) областях интегрирова- 
D 


яр: 2 - 
™ 3485. TlapannenorpaMM со сторонами х=3, x 
- =0. 
3х-2у+4=0, 3х -2у+1 ы 
3486. Треугольник со сторонами х=0, y=0, xty=2. 
3487. х?+у? <1, x20, y20. 
3488. x+y sl, х-у<1, x29. 
3489. угл", yS4-2?. 


2 2 
3490. 224% <1, 3491. (x-2) +(y-3) <4. 


3492. р ограничена параболами y = х иу= vz. г 

3493. Треугольник со сторонами у=х, Y= 2х их = pe 

3494. Параллелограмм co сторонами у=х, YrXrte, 
у=-2х+1, у=-2х+5. 
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3495. у-2х<0, 2y-x20, хуза. 





251 


3496. у? < 8x, узо, у+4х-24 50. 


3497. D ограничена гиперболой у? -х? =1 и окружностью 


xe у? =9 (имеется в виду область, содержащая начало коор- 
динат), 


В задачах 3498-3503 изменить порядок интегрирования: 


a уе 
3498. ао [бе yar. 3499. fax ела. 
oy -1 о 
‚ би , я 
3500. far [f(x,y)dy. = 3501. fax [rlesu)ay. 
-1 х = + fan? 
2x 2 6-х 
3502. fax | f(x, y)dy. 3508. ] dx J t(x, y)ay. 
Ls x 


о 2х 
3504. Переменив порядок интегрирования, записать данное 
выражение в виде одного двукратного интеграла: 


1) Jacf rte. vavs fac fre, av 
оо по 


2 


Lx $ (8-x)/2 
2) far та + fax Jt le. vay: 
оо 1 о 
2 
x3 Vien? 
3) аи, ра fax ‘Tre, y)dy. 
оо 1 0 


3505. Представить двойной интеграл 
[| акау, 
D 


где D - области, указанные на рис. 49, 50, 51, 52, в виде суммы 
двукратных интегралов (с наименьшим числом слагаемых). 


Фигуры, показанные на рис. 51 и 52 
линий и дуг окружностей. 


» составлены из прямых 































Рис. 52 


В задачах 8506-3512 вычислить данные интегралы: 
у x 
3506. 1) fer favs 2) faftays 3) |] ах. 
5 0 2 х 
3507. [[гуажач, р- круг x’ +y’ < R’. 


3508. х2.+у|ахау, D - область, ограниченная парабо- 
. "+У у, ласть, HI 


лами y=x? uy? =X. 
3509. fjaeex dy, D - область, ограниченная прямыми 
ы 2 
у 


x=2, у=х и гиперболой ху = 1. 
3510. Г cos (x + y)dx dy, D - область, ограниченная пря- 
D 


мыми x= 0, y= HY =X. 


4 2+9 <1, 
3511. ff 1-х? -y’dxdy, D - четверть круга x+y’ 
D 


лежащая в первом квадранте. 
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3512. fleet - 8 - уЗах ау, D - область, ограниченная 
D 


линией x° + ры =1 и осями координат. 
3513. Найти среднее значение функции 2=12-2%-Зу в 
области, ограниченной прямыми 12 -2х -Зу=0, х=0, у=0. 
3514. Найти среднее значение функции 2=2х+у в тре- 





угольнике, ограниченном осями координат и прямой х+у=3. 
3515. Найти среднее значение функции z=x+6y в тре- 
угольнике, ограниченном прямыми y=x, у=б5х их=1. 


3516. Найти среднее значение функции 2 = УЕ? -x?-y? 
в круге х? + у? < Е’. 


Тройной интеграл 


В задачах 3517-3524 вычислить интегралы: 
4 


3517. |+] «] аг. 3518. [м] dy { (изучал. 
0 0 © 


3519. [++] “| xyzdz. 3520. ] в] ву аг. 
0 


© 


3521. 1 dx а безе 


J 


3522. Wet АЕ =, т’ Q - область, ограниченная плоско- 
(х+у+2+ 


стями х=0, у=0, 2=0, х+у+2=1. 


3523. |[зчах dydz, © - область, ограниченная гинербо- 
Q 


лическим параболоидом z = xy и плоскостями x+y=1 иё=0 
(220). 


3524. Jf fyeos (z+x)dxdydz, © - область, ограниченная 
я 


цилиндром yavx и плоскостями у=0, 2=0и += т. 
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$ 3. Интегралы в полярных, цилиндрических 
и сферических координатах > 


Двойной интеграл 


В задачах 3525-3581 перейти в двойном интеграле 
[ре y)dxdy к полярным координатам ри Ф (х=рсо8$, 
р 


y =psing ), и расставить пределы интегрирования: 

3525. D — круг: 1) х?+у?< 8%; 2) x24 y2sax; 3) x+y? Sby. 

3526. D - область, ограниченная окружностями x +у? = 
= 4х, x°+y? = 8x и прямыми у=хи у=2х. 

3527. D - область, являющаяся общей частью двух кругов 
x+y? <ax nx? +? < by. 

3528. D - область, ограниченная прямыми уях, У =0и 
х=1. 

3529. D - меньший из двух сегментов, на которые прямая 
х+у=2 рассекает круг x+y? 54. 

3530. D - внутренняя часть правой петли лемнискаты Бер- 

2 

нулли ( +9") = a(x? = у). 

3531. D - область, определенная неравенствами x20, у>0, 

3 

(2 + у? < да ху". 

В задачах 3532-3535 двойные интегралы преобразовать 
х полярным координатам: 


Чери зв ми 
3532. [= ics y)dy. 3533. | ау fre у)ах. 
0 ° R/2 Г 
3534. fax "ре чу? )ду. 
0 © 
2 deo? 
aes, ia ax | (say + dx Г (2 )ay. 
Г] о ° 
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В задачах 3536-8540 с помощью перехода к полярным ко- 
ординатам вычислить двойные интегралы: 


Узы 
3586. | dx Г тб? + yay. 


5 о 
1-х2-у? 
3537. р ue dxdy, где область D определяется нера- 


венствами х? +? <1, x20, y20. 


3538. Л (h ~ 2x - Зу)ах ду, где D — круг x? + У sR’. 
р 

3539. ffyv R?- x? - y?dxdy, где D—- круг x? +y? < Rx. 
D 


3540. ffarcte Lardy, тде р - часть кольца ху? 21, 
р 








sy? <9, у ysxv3. 

3541. Показать, исходя из геометрических соображений, что 
если декартовы координаты преобразовать по формулам 
х = арс05ф, y=bpsing (а и 6 - постоянные), то элементом 
площади будет do = abpdpdg. 

В задачах 3542-3544, используя результат предыдущей за- 


дачи и выбрав подходящим образом a и 6, преобразовать двой- 
ные интегралы: 


3542. ff f(x, y)dxdy, где область D ограничена эллипсом 
р 


+ 


«м. 
ofS. 


=1 


3543. f 1(х, y)dxdy, где D — область, ограниченная линией 
р 


‚ 2 
2 
х +e = х?у. 


Е] 
3544, ff 7 ( 4- = = 5 Jee dy, где D - часть эллиптического 
р 


2 
кольца, ограниченная эллипсами e+e = ии =1 и 
a 6 45? — 


лежащая в первом квадранте. 
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3545. Вычислить интеграл Л xy dx dy, где D- область, orpa- 


ниченная эллипсом +; + + =1 и лежащая в первом квадранте- 
5? 


3546. Вычислить интеграл [лу ах dy, где D - область, ог- 
р 


4 
2 2 xy 
чи | = ервом квад- 
+ = “2 и лежащая в пер 
раниченная линией ( + } к 


раните. 


Тройной интеграл 
В задачах 3547-8551 перейти в тройном интеграле 
ДГ (х, у, z)dxdydz к цилиндрическим координатам р, Ф 2 


{и = peos®, y=psing, 2=2) или сферическим координатам р, 
6, Ф (х=рсовфзт 0, у = psingsin®, 2= рсоз0) и расставить 


пределы интегрирования: 
i 3547. © - область, ТО в первом октанте и огра- 


2 = = 
ниченная цилиндром x? +y? = В* и плоскостями 2= 0, z=L 
у=хиу= «3. 

3548. © - область, ограниченная пе, x+y? = 2x, 
плоскостью 2 = 0 и параболоидом 2 = vey’ 
3549. Q - часть шара ery + 2° < В*, лежащая в первом 


октанте. , : 
3550. © - часть шара Ж+у? +2* < В*, лежащая внутри 


цилиндра (<2 + ye P(e? - ¥) (x 20). ae 
3551. © - общая часть двух шаров эро sR и 
x? +y?+(e-RY sR. 


В задачах 3552-3558 вычислить интегралы с помощью пе- 
рехода к цилиндрическим или сферическим координатам: 


Br Yorn? а 
3552. fox 7 auf 4. — 3568. fox | Г ay| ax? + y2dz. 
© о 


0 о 
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уе аа 
we [а Мени 


а" 
3555. fos | fal | eee 


3556. Те xe ty’ и где область 52 определяется He- 
2 


равенствами z > 0, Pent + y +2? < Е?. 


3557. тнт Г т где © - шар x? +y? +2? <1, 


Уи +2} 
3558. (le где © - цилиндр x+y? 
A fx? +y?+(2-27 


-lsxsl 


$ 4. Применение двойных 
и тройных интегралов 


Объем тела. | 


В задачах 3559-3596 найти двойным интегрированием объ- 
емы тел, ограниченных данными поверхностями (входящие в 
условия задач параметры считаются положительными): 

3559. Плоскостями координат, плоскостями x=4 иу=4 и 
параболоидом вращения 2 = + у +1. 

3560. Плоскостями координат, плоскостями х=а иу=ё 

2 2 
и эллиптическим параболоидом 2 = Е р 
3561. Плоскостью a+ ; +e =1 и координатными плоско- 
стями (пирамида). 

3562. Плоскостями у=0, 2=0, Зх+у=6б, Зх+2у=12 и 
х+у+2=6. 


3563. Параболоидом вращения 2 = х?+ у? ‚ координатными 
плоскостями и плоскостью х+у= 1. 


92102 
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3564. Параболоидом вращения 2=х?+у? и плоскостями 
2=0, y=1, у=2х иу=б-х. 





3565. Цилиндрами у= vx, y= avx и плоскостями z=0 
их+2= 6. 
3566. Координатными плоскостями, плоскостью 2х+3у- 
2 
-12=0 и цилиндром 2 = = 








3567. Цилиндром 2=9- у? координатными плоскостями 
> 


‚ 
и плоскостью 8x + 4y = 12 0). 
2 


3568. Цилиндром 2=4-х”, координатными плоскостями 
и плоскостью 2x+y=4 (х>0). 


3569. Цилиндром 2y” =x, плоскостями = 
z2=0, 

3570. Круглым цилиндром радиуса г, осью которого служит 
ось ординат, координатными плоскостями и плоскостью 


у 
++ = и 
2 





м 


+1 
ra 


2 
3571. Эллиптическим цилиндром a+ у? =1, плоскостями 


2=12-3х-4уи2=1. 


2 


2 их? +2? = 2. 


$572. Цилиндрами д? + у? = В 


3573. Цилиндрами 2 =4-у", y= = и плоскостью 2=0. 


3 
3574. Цилиндрами x” + у? = В?, z= => и плоскостью 2 = 0 
а? 


(x 20). 

3575. Гиперболическим параболоидом 2 = x” -у* и плоско- 
стями 2=0, х=3. 

3576. Гиперболическим параболоидом 2 = ху, цилиндром 
yas и плоскостями x+y=2, y=O un z=0. 
3577. Параболоидом г = xt у?, цилиндром у = x? и плос- 


костями y=1luz=0. 


2 


2 
3578. Эллиптическим цилиндром = +2; =1 и плоскостями 
с 


ух, у=би2=0 (x20). 


> 
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Рис. 53 Рис. 54 


x? ay? 
а 





8579. Параболоидом z и плоскостью 2=0. 





3580. Цилиндрами y=e", у=е”*, 2 y? и плоско- 
стью 2=0. 

3581. Цилиндрами у = шхиу= In? x и плоскостями 2=0 
иу+2=1. 

3582*, Цилиндрами 2=шх иг= Шу и плоскостями 2=0 
ux+y=2e (x21). 


(x+y)? 





3583. Цилиндрами y=x+sinx, y=x-sinx и z= 
(параболический цилиндр, образующие которого параллельны 
прямой х-у=0, 2=0} и плоскостью 2 =0 (0 Sxen,y2 0). 

3584. Конической поверхностью 2? = ху (рис. 58), цилин- 
дром Vx + vy =1 и плоскостью 2 = 0. 


3585. Конической поверхностью 4у? =x (2 - 2) {параболи- 
ческий конус, рис. 54} и плоскостями 2=0 H х+2=2. 
3586. Поверхностью z=cosxcosy и плоскостями х=0, 


y=0, 





=Оихчу=я. 


плоскостями 2=0 и 





3587. Цилиндром x 
2=х+у+10. 

3588. Цилиндром =? + у =2x, плоскостями 2x-z=0 и 
4х-2=0, 


°- 


а а 
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3589. Цилиндром xe у =R?, параболоидом Rz = 28? + 





+x +1? и плоскостью 2=0. 





2 





2+ 
а 





3590. Цилиндром =? + у? = 2ax, параболоидом z= и 






плоскостью 2=0. 






3591. Сферой x? +y? +2? =a и цилиндром х?+у? =ах. 
{Задача Вивиани.) 







3592. Гиперболическим параболоидом z=, цилиндром 






ху? =ах и плоскостью 2=0 (x20, y20). 
7 





3593. Цилиндрами x? +y? =x и x? +y? =2x, параболои- 





дом =х? +? и плоскостями х+у=0, х-у=0и2=0. 





3594. Цилиндрами х? +? =2x, x? +? =2у и плоскостя- 


ми 2=х+2уи2=0. 






3595. Конической поверхностью 2’=ху и цилиндром 





ни 2 (>20, у>0, 220). 






3596. Геликоидом («винтовая лестница») г = harctg 4, ци- 





линдром x + у? = Е? и плоскостями x=0 и 2=0 (x20, 
y 20). 






Площадь плоской фигуры 






В задачах 3597-3608 найти двойным интегрированием пло- 
щади указанных областей: 










3597. Области, ограниченной прямыми x y=0, 
xry=1, 

3598. Области, ограниченной прямыми у=х, у=5х, 
weal. 







2 4 
3599. Области, ограниченной эллинсом aS = 
a 






2 
3600. Области, заключенной между параболой y =2-х и 





прямой у = be. 





3601. Области, ограниченной параболами y = ve oy ave 
я прямой x = 4. . 


2 
3602*, Области, ограниченной линией (2 + у") = 2ах?. 
3 
3603. Области, ограниченной линией (2 + у?) = чи“. 


3604. Области, ограниченной линией (x? + yy = 2a?(x? = +?) 
(лемниската Бернулли). 

3605. Области, ограниченной линией ж+ y =2ху, лежа- 
щей в первом квадранте (петля). 

3606. Области, ограниченной линией (x + yy = ху, лежащей 
в первом квадранте (петля). 

3607. Области, ограниченной линией (x+y) = xy’, лежа- 


щей в первом квадранте (петля). 
3608*. Области, ограниченной линией 
2,12 


2 2 
2 у _ о: 2 en 
(==) = 3; 2 (+4) ай, 





Объем тела. It 


В задачах 3609-3625 вычислить тройным интегрированием 
объемы тел, ограниченных данными поверхностями (входящие 
в условия задач параметры считаются положительными}: 


3609. Цилиндрами z=4-y? и z=y?+2 и плоскостями 
x=-lu «c=2, 

3610. Параболоидами z=x°+y? и z=x7+2y" и плоско- 
1. 








стями y=x, у=2х их 
3611. Параболоидами 2=х?+у? и 2=2х? +2у?, цилин- 


дром у = x? и плоскостью y = x. 


3612. Цилиндрами 2 = 11 (х +2) и г=ш(6-х) и плоскостя- 
ми x=0, х+у=2 их-у=2. 

3613*. Параболоидом (х-1+у?=2 и плоскостью 2х+ 
+2=2. 


3614*. Параболоидом 2 = xy ры и плоскостью 2=х+у. 





























































262 ГЛ. ХИ. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И КРАТНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 





$ 4. ПРИМЕНЕНИЕ ДВОЙНЫХ И ТРОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ, 263 








3615*. Сферой х?+у?+2? =4 и параболоидом x? + у? =32. 
3616. Сферой x? +y?+z? = Е? и параболоидом х?+у?= 
= R(R-2z) (220). 

3617. Параболоидом 2 = x” +y” и конусом г? = xy. 

3618. Сферой х?+у?+2? =482-З8? и конусом 272 


=4 (x? + у?) (имеется в виду часть шара, лежащая внутри конуса). 


3619*. (2° ++ zy = а8х. 3620. | +9? + 2 = аху2. 


Зе 22а 2,,2,,52)° ad 
3621. ( +у +2") =a°2". 3622. {x +y +24) ree 
: ery at 2 
3623. (xP +y? +2) =a*(x? +9") . 
2\2 
3624, (x? +y’) +2 532. 
3625. x? ty? +27 =1, x? +y? +27 =16, 2 x=0, 





y=0, 2=0 (x20,y20,220) 


Площадь поверхности 
3626. Вычислить площадь той части плоскости 6x +3Зу+ 
+22 =12, которая заключена в первом октанте. 


3627. Вычислить площадь той части поверхности 2 = 2xy, 


которая находится над прямоугольником, лежащим в плоскости 
2 =0 и ограниченным прямыми х=0, у=0, x=8, y=6. 


3628. Найти площадь части конуса 2? = x? + у, лежащую 


над плоскостью Oxy и отсеченную плоскостью 2 = У + 1). 


В задачах 3629-3639 найти площади указанных частей дан- 
ных поверхностей: 


3629. Части 2? = x? +y’, вырезанной цилиндром 2 = 2ру. 

3630. Части у? +22 =x, лежащей внутри цилиндра 
ну? = В. 

3681. Части y? +2? = x?, вырезанной цилиндром д” -у? = 


=a? и плоскостями у=фиу=-5. 








3632. Части 2’ =4x, вырезанной цилиндром у’=4х и 
плоскостью x = 1. 
3633. Части 2 = xy, вырезанной цилиндром + у? =R, 








3634. Части 22=x7+y’, вырезанной — цилиндром 
Ж+у? =1. 

3635. Части х?+ у? +22 =a" ‚ вырезанной цилиндром 
x+y? = В? (R<a). 





3636. Части х?+ у? +2? =В?, вырезанной цилиндром 
х?+у? = Вх. 
3637. Части x? +у? +2 
2 
(= + у) = ви = у). 


3638. Части 2 т, вырезанной поверхностями 
у 





В?, вырезанной поверхностью 





e+ у =1, х?+ у? = 4 и лежащей в первом октанте. 


2 


3639. Части (x cosa +ysin oy +22 = a7, лежащей в первом 


октанте ( < 5). : 

3640*. Вычислить площадь части земной поверхности 
(считая ее сферической при радиусе R = 6400 км), заключенной 
между меридианами ф = 30°, ф-= 60° и параллелями 0 = 45° и 
6 = 60°. 

3641. Вычислить полную поверхность тела, ограниченного 
сферой х? + у? + 2? = За? и параболоидом х+ у = 2аг (z 2 0). 

3642. Оси двух одинаковых цилиндров радиуса К пересека- 
ются под прямым углом. Найти площадь части поверхности 
одного из цилиндров, лежащей в другом. 


Моменты и центр масс 


В задачах 3643-3646 найти двойным интегрированием стати- 
ческие моменты однородных плоских фигур (плотность Y = 1): 

3643. Прямоугольника co сторонами а и b относительно сто- 
роны а. 

3644. Полукруга радиуса В относительно диаметра. 

3645. Круга радиуса Е относительно касательной. 
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3646. Правильного шестиугольника со стороной а относи- 
тельно стороны. 

3647. Доказать, что статический момент треугольника с ос- 
нованием @ относительно этого основания зависит только от 










высоты треугольника. 

В задачах 3648-3652 найти двойным интегрированием цен- 
тры масс однородных плоских фигур: 

3648. Фигуры, ограниченной верхней половиной эллипса, 
опирающейся на большую ось. 

3649. Фигуры, ограниченной синусоидой у = sinx, осью Ох 










и прямой x = 










3650. Кругового сектора, соответствующего центральному 
углу & (радиус круга К}. 

3651. Кругового сегмента, соответствующего центральному 
углу @ (раднус круга В). 

3652. Фигуры, ограниченной замкнутой линией у? 
(x 20). 


В задачах 3653-3659 найти моменты инерции однородных 
плоских фигур (плотность у = 1): 

3653. Круга радиуса R относительно касательной. 

3654. Квадрата со стороной а относительно вершины. 

3655. Эллипса с полуосями а и 6 относительно центра. 

3656, Прямоугольника со сторонами а и 6 относительно точ- 
ки пересечения диагоналей. 

3657. Равнобедренного треугольника с основанием а и высо- 
той h относительно вершины. 

3658. Круга радиуса Е относительно точки, лежащей на ок- 
ружности. 

3659. Сегмента параболы с хордой, перпендикулярной к оси, 
относительно вершины параболы (длина хорды a, «стрелка» A). 

3660. Доказать, что момент инерции кругового кольца отно- 
сительно центра в два раза больше момента инерции относи- 
тельно любой оси, проходящей через центр кольца и лежащей в 
его плоскости. 

3661. Доказать, что сумма моментов инерции плоской фигу- 
ры F относительно любой пары взаимно перпендикулярных 
осей, лежащих в одной плоскости с этой фигурой и проходящих 
через неподвижную точку О, есть величина постоянная. 
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3662*. Доказать, что момент инерции плоской фигуры относи- 
тельно какой-нибудь оси равен Ма? +I, ce» THe М — масса, распре- 
деленная на фигуре, d — расстояние от оси до центра масс фигуры, 
a I, - момент инерции относительно оси, параллельной данной и 
проходящей через центр масс фигуры (теорема Штейнера). 

В задачах 3668—3665 найти статические моменты однород- 
ных тел (плотность Y =1): 

3663. Прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, бис 


относительно его граней. 
3664. Прямого круглого конуса {радиус основания Я, высота 


Н) относительно плоскости, проходящей через вершину парал- 


лельно основанию. 
2 





2 
3665. Тела, ограниченного эллипсоидом = 
а 





2 
+= и 
¢ 


52 


плоскостью Oxy, отвосительно этой плоскости. 
В задачах 3666-3672 найти центры масс однородных тел, 
ограниченных данными поверхностями: 
3666. Плоскостями х=0, y=0, 2=0, x=2, у=4 и 
х+у+2=8 (усеченный параллелепипед). 
2 2 2 
3667. Эллипсоидом + я +2; =1 и координатными плос- 
bs с 


костями (имеется в виду тело, расположенное в лервом октанте}. 
2 
3668. Цилиндром z= у и плоскостями х=0, 


y=0, 
2=0и 2x+3y-12=0. 
3669. Цилиндрами у = vz, y= 2\/х и плоскостями 2=0 и 


ж+2=6. 
2 





3670. Параболоидом 2 = ety 2 и сферой x7 + y? +2? = 8а 
(z= 0). 

3671. Сферой x? +? +22 = В? и конусом 2tg a = yx" + y' 
(шаровой сектор}. 

3672. (x? + +" =а32. 

В задачах 3673-3674 найти центры масс однородных по- 


верхностей: 
3673. Части сферы, заключенной в первом октанте. 
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3686. На фигуре, ограниченной эллипсом с полуосями а и 6, 
распределена масса так, что плотность ее пропорциональна рас- 
стоянию от большой оси, причем на единице расстояния от этой 
оси она равна y. Найти всю массу. 

3687. Тело, ограничено двумя концентрическими шаровыми 
поверхностями, радиусы которых равны Е и г (R>r). Зная, 






































3674. Части параболоида ee ры 22, отсеченной плоско- 


стью 2=1, 

В задачах 3675-3680 найти моменты инерции однородных 
тел с массой, равной М. 

8675. Прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, бис 
относительно каждого из ребер и относительно центра масс. 

3676. Шара радиуса R относительно касательной прямой. 


что плотность материала обратно пропорциональна расстоянию 
от центра сфер и на расстоянии, равном единице, равна |, найти 
всю массу тела. 

3688. Вычислить массу тела, ограниченного прямым круг- 
лым цилиндром радиуса В и высоты H, если его плотность в 
любой точке численно равна квадрату расстояния этой точки от 
центра основания цилиндра. 

3689*. Вычислить массу тела, ограниченного круглым кону- 
сом, высота которого равна й, а угол между осью и образующей 
равен G, если плотность пропорциональна п-й степени расстоя- 
ния от плоскости, проведенной через вершину конуса парал- 
лельно основанию, причем на единице расстояния она равна Y 
(п>0). 

3690. Найти массу шара радиуса В, если плотность пропор- 
циональна кубу расстояния от центра и на единице расстояния 
равна 1. 

3691. Вычислить массу тела, ограниченного параболоидом 


x? 4y? =2az и сферой х?+у? +27 = 8a” (z > 0), если плот- 


3 2 2 
3677, Эллипсоида *-+ я += =1 относительно каждой из 
а с 












трех его осей. 

3678. Прямого круглого цилиндра (радиус основания В, вы- 
сота HA) относительно диаметра основания и относительно диа- 
‘метра его среднего сечения. 

: 3679. Полого шара внешнего радиуса А, внутреннего 7 отно- 
сительно диаметра. 

3680. Параболоида вращения (радиус основания R, высота 
Н) относительно оси, проходящей через его центр Macc перпен- 
дикулярно к оси вращения (экваториальный момент). 

В задачах 3681-3683 вычислить моменты инерции указанных 
частей однородных поверхностей (масса каждой части равна М): 

3681. Боковой поверхности цилиндра (радиус основания R, 
высота Н) относительно оси, проходящей через его центр масс и 
перпендикулярной к сои цилиндра. 


{ 
t 


| 3682. Части параболоида + у = 2с2, отсеченной плоско- 
| о. ность в каждой точке равна сумме квадратов координат. 
| стью 2 =с, относительно оси UZ. va 

| ‘ 3692*. Плотность шара x”? +у° +2? $282 в любой его точке 
3683. Боковой поверхности усеченного конуса (радиусы ос- 


нований В и г, высота Н) относительно его оси. численно равна квадрату расстояния этой точки от начала ко- 


ординат. Найти координаты центра масс шара. 


Разные задачи 3693*. Найти статический момент общей части шаров 


АНИ 2 Вы 
* x+y t2°s wx’ +y°+2° S$2Rz относительно плоскости 
3684. Найти массу квадратной пластинки co стороной 2a, ¥ a у 


если плотность материала пластинки пропорциональна квадрату 
расстояния от точки пересечения диагоналей и на углах квадра- 
та равна единице. z 

3685. Плоское кольцо ограничено двумя концентрическими 
окружностями, радиусы которых равны Виг (В > г). Зная, что 


Оху. Плотность в любой точке тела численно равна расстоянию 
этой точки от плоскости хОу. 
3694*. Доказать, что момент инерции тела относительно ка- 


кой-либо оси равен ма? + I,, где М - масса тела, 4 — расстоя- 
ние от оси до центра масс тела, а Г. — момент инерции относи- 
плотность материала обратно пропорциональна расстоянию от 
центра окружностей, найти массу кольца. Плотность на окруж- 
ности внутреннего круга равна единице, 


тельно оси, параллельной данной и проходящей через центр 
масс тела (теорема Штейнера; ср. с задачей 3662). 
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Основываясь на законе всемирного тяготения Ньютона (ем. 
указание перед задачей 2670), рентить задачи 3695-3698. 

3695. Дан однородный шар радиуса R с плотностью y. Вы- 
числить силу, с которой он притягивает материальную точку 
массы т, находящуюся на расстоянии а @ > в) от его центра. 
















Убедиться, что сила взаимодействия такова, как если бы вся 
Масса шара была сосредоточена в его центре. 

3696*. Доказать, что ньютонова сила взаимодействия между 
двумя однородными шарами такова, как если бы массы шаров 
были сосредоточены в их центрах. 


3697. Дан неоднородный сплошной шар х? +2 +2? < Е? с 


плотностью, меняющейся по закону y= Az*. Вычислить силу, с 


которой он притягивает материальную точку с массой т, если 
она находится на оси 2 и на расстоянии 2Вот центра пара. 

3698. Дано однородное тело, ограниченное двумя концен- 
трическими сферами (шаровой слой). Доказать, что сила при- 
тяжения этим слоем точки, находящейся во внутренней полос- 
ти тела, равна нулю. 

Центром давления называется точка приложения равнодей- 

ствующей всех сил давления на данную плоскую фигуру (все 
силы давления перпендикулярны к плоскости фигуры). При 
определении координат центра давления исходят из того, что 
статический момент результирующей силы (т.е. давления на 
всю площадку) относительно любой оси равен сумме статиче- 
ских моментов отдельных сил относительно той же оси. Опира- 
ACh на это, решить задачи 3699-3701. 
3699. Найти центр давления прямоугольника со сторонами а и 
$ (>65), у которого большая сторона расположена вдоль сво- 
бодной поверхности жидкости, а плоскость прямоугольника 
перпендикулярна к этой поверхности. Показать, что положение 
центра давления относительно прямоугольника не изменится, 
если плоскость прямоугольника будет наклонена к поверхности 
жидкости под углом © (© # 0). Как изменятся предыдущие 
результаты, если ббльшая сторона а расположена не на поверх- 
ности жидкости, а на глубине } (оставаясь параллельной по- 
верхности)? 

3700. Треугольник с высотой A расположен в плоскости, на- 
клоненной под углом © к свободной поверхности жидкости. На 
какой глубине лежит центр давления этого треугольника, если: 





a) Основание треугольника лежит на поверхности жидкости? 
6) Вершина лежит на поверхности, а основание параллель- 
но ей? 

3701. Найти центр давления фигуры, ограниченной эллип- 
сом с полуосями аи (a > 5), при условии, что большая из 
осей перпендикулярна к поверхности жидкости и верхний ко- 
нец этой оси находится на расстоянии Ah от поверхности. 

3702*. Доказать, что давление жидкости на плоскую пло- 
щадку, произвольным образом погруженную в жидкость, равно 
весу цилиндрического столба этой жидкости, находящегося над 
площадкой, при условии, что она лежит горизонтально на глу- 
бине своего центра масс. 


$ 5. Несобственные интегралы. 
Интегралы, зависящие от параметра 
Несобственные двойные и тройные интегралы 


В задачах 3703-3711 вычислить несобственные интегралы 
или установить их расходимость: 


tote 
azoa, [ {—“u 
аби? ну} 


Pais 
3706. J fet lax ay, 





tote rd 





3707. 4 + ye @ dx dy. 3708. [ [ние "ах dy. 
3709*. Пе dy. 

as Diba a 
3710+. faxfeway. 3711*. фаера у 

о г 0 2х 


В задачах 3712-3715 выяснить, какие из несобственных ин- 
тегралов, взятых по кругу радиуса А с центром в начале коор- 
динат, являются сходящимися: 


3712. finde? + у?ах dy. 8713. eae Tae г ax dy. 
D 
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рн Е 
3714. fee ar ay, 3715. НУ иран, 
еси изу 


3716. Можно ли так выбрать число т, чтобы несобственный 


питал ff распространенный на всю плоскость, был о 
x? +y? 


сходящимся? 
В задачах 3717-3719 вычислить несобственные интегралы: 


one ея 





te 
dx dy dz 
717. — =. 
ИИ rere 
ен 


avis. [| [ fer 





2 ax dy dz. 


В задачах 8720-3722 выяснить, сходятся ли несобственные 
интегралы, взятые по шару @ радиуса Я с центром в начале 
координат: 


3720. gx dy de . 
Ш aaa ТЕ 


3721. If [ee eae a dy de 3722. т ыы 


(+ +27 


3723. Вычислить интеграл ое +y +2 ax dy dz, где | 
о 


область Q — шар радиуса К с центром в начале координат. 
3724*. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью 


(Pay? 
z= (x? + ye (eos?) и плоскостью z= 0. 
3725. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью 


<->) 


3726. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью 
{= 
2=0 и частью поверхности 2 = хе 


плоскостью. 
3721. Дано однородное тело, ограниченное прямым круглым 
цилиндром (радиус основания А, высота H, плотность 1). Най- 


z= х?у?е и плоскостью z = 0. 


2 
} лежащей над этой | 


ти силу, действующую на точку с массой т, находящуюся в | | 
центре основания цилиндра. 
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3728. Дано однородное тело, ограниченное прямым круглым 
конусом (радиус основания В, высота Н, плотность у). Вычис- 
лить силу, с которой тело притягивает точку массы т, поме- 
щенную в вершине конуса. 

3729. Дан неоднородный сплошной шар радиуса В, плот- 
ность которого Y связана с расстоянием от центра г соотноше- 


нием у=а-5 (@>0,5>0). 
а) Найти константы @ и $, если известно, что средняя плот- 
ность шара равна y,, а плотность на поверхности шара равна уд. 


6) Вычислить силу притяжения шаром точечной массы т, 
расположенной на поверхности шара, 


Интегралы, зависящие от параметра. 
Правило Лейбница 

3730. Найти область определения функции }(х = dz 

dead errr 





7 
3731. Найти кривизну линии y = | ааа в точке с абе- 


я 
циссой х=1. 


Trax 
0 
путем дифференцирования по параметру следующую формулу: 


b 
xdv 1 _ 
Trash oF n+ 0b) - пе 
0 
b 


3733. Исходя из равенства 


3732. Используя равенство == Ain (1+ ad), получить 








= Larctg2, вычислить 
а а 
. 
интеграл ет. 
(2?) 


tee 


3734. Исходя из равенства | 





вычислить 
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> 
3735. Вычислить значение интеграла fete tax {п — це- 

ry 
лое положительное число) при а>0, найдя предварительно 


= 
[ечах 
0 
3736*, Исходя из равенства (см. задачу 2318) 
т/2 п/2 


dx - 
J (cos? +0? ain? x) 

В задачах 3737-3749 вычислить интегралы с помощью диф- 
ференцирования по параметру: 


+ 


3737. J 1-e* 
о 





ax х р 
= ‚ найти 
. а? сов +6? sin? x 24] 


г. 2 








ах (@>-1). 3738. J ioe 


хе" 


о 
4 2,2 
3739. [ss 9х. 3740. [Beas (a? <1). 
ох 1-х? 5 х? 1-х? 
2. 
3742. potest as (a? < 1). 
Ea 


о 


рег ах (a > -1). 


x (Lex? 


р 3744. f ата gy, 
о 


3743. а, (= <1). 


cosx 
0 


n/2 
эта. [паи (a? <1), 
a 








‘l-a sin x/ sinx 


ast oe 
3745. jes dx (@ > 0), зная, что Je dx = 
р о 
(a> 0) (см. задачу 2439). 


te 
3746*. иная (a>0,b>0). 
0 
a 


arazs, [ene sinde-sines ge (a > 0). 
© 
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3748. few seabs-coset dx (a > 0). 
о 


n/2 
3749*. fin (2 cos? x + 6" sin? x}ax. 
о 
т/2 я/2 
3750. Вычислив интеграл неа», найти fieae. 
tex Ех 
о oO 


1 


3751. Используя равенство [тах = вычислить инте- 
0 





1 
в 
трал je dx (a >-1,B > -1). 
0 


че 
2.3 
3752. Используя равенство 2а fen * ах avn (см. задачу 


о 
+ 


2439), вычислить интеграл е 


Re 


a 
? ах. 


-е 





0 
3753. Из соотношения fem (интеграл Пуассона) 
о 





+ 
2 
вывести равенство bat fe* *dz (x > 0) и использовать его 
ve vn ; 
для вычисления интегралов (интегралы дифракции или Френеля): 


te te 

cosxd x, sinx dx 
а) jue e J vx 
о 


Разные задачи 


3754. Пусть функция f(x) непрерывна при x20 и при 
х — += f(x) стремится к конечному пределу / (+ <>). Доказать 


+2 
при этих условиях, что если a>O иф>0, то ft ox 1 08) ay = 
о 


=И(-=)- Ong. 
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В задачах 3755-3756 вычислить интегралы, пользуясь ре- 
зультатом задачи 3754: 


42 a 
3755. [ee dx. dx (n > 0). 


3756. {= 
83757". © Пусть функция f(x) ИИ, при x20 и 


te 
fe {x) dx сходится при любом A> 0. Доказать при этих усло- 
А 


te 
виях, что если а>0 иф>0, TO [ee flax)-f (bx) gy = f(0)in’. (Cp. 
о 

с задачей 3754.) 

В задачах 3758-3762 вычислить интегралы, пользуясь ре- 
зультатом задачи 3757 (a >0,b>0): 

tes . + 
ак 

arse, [ИЕ az. 3759. [ака ax, 

0 


te 
3761. j надо gy, 


Pe 
3760. | sinaxsints д. 
0 


и in? 
3762*. fester. 


0 
3763*. Функция Лапласа (x) определяется тек: 
(x)= #1. etat (эта функция играет большую роль в теории 
вероятностей). Доказать соотношения: 


1) ое 2) fe- Ф(«)ах 


о 
3764*. Функции si(x) и ci(x) бане определяются так: 


a? | 
et x® (ax); 


si(x)=— Jae («интегральный синус») и <Кх) = fora 


(« интегральный косинус»). Доказать, что 
te 


р 
[зах (x)dx = Joosxei (ах =-F 


о о 
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3765*. Функция Jo(x), определяемая равенством 
n/2 
Io(x)=2 2 feos (ит 0)а8, 
° 
называется функцией Бесселя нулевого порядка. Доказать, что: 








= 
ae P| 
1) Se Solx)dx = Tanai (a>): 
. 1/2, ecan a 21; | 
2) Janez y, х)ах = jaresin а, если | 
‘ -7/2, еслиах sy 


3766. Доказать, 





дифференциальному уравнению y” + y = 1. 
x 
1 
3767*. Доказать, что функция y = fle? - 1) teae удовле- 
—1 
творяет дифференциальному уравнению ху” + 2пу' — ху = 0. 


3768*. Доказать, что функция у = [oe удовлетво- 
+2 


ряет дифференциальному уравнению ху” - 2ny’ + xy = 1. 


% 
3769*. Доказать, что функция Бесселя нулевого порядка 
nie 


Io{x}= 2 [сов (хэш) 40 
о 


удовлетворяет дифференциальному 





уравнению J¢(x)+ Zils) +Jo(x)=0. 








Глава ХИ! 


КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
И ИНТЕГРАЛЫ ПО ПОВЕРХНОСТИ 


$ 1. Криволинейные интегралы по длине 
Вычисление интегралов 


В задачах 3770-3775 вычислить криволинейные интегралы: 


3770. Js. где Г. - отрезок прямой у = 1х -2, заключен- 
х-у 2 
L 
ный между точками A(0,-2) и B(4, 0). 


3711. frvas, где L - контур прямоугольника с вершинами 
L 


A(0, 0), B(4,0), C(4,2) и D@, 2). 


3772. fuas, где L - дуга параболы y = 2px, отсеченная 
у 


параболой x” = 2py. 


3773. fle+v)'as, rye Г - окружность x= acost, 
L 


y=asint. 


2 
3774. fy ds, где L - четверть эллипса + 
L 





2 
= =1, лежа- 


щая в первом квадранте, 
3775. fv as, где Г - первая арка циклоиды 
L 


x=a(t-sint), y=a(1-cos?). 
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3776. Вывести формулу для вычисления интеграла. 


fre, y)ds в полярных координатах, если линия Г задана 
L 


уравнением р=р($) (9, <9 < $). 
3777*. Вычислить [< -y)ds, rae Г - окружность 
р 


я? ту? =ах. 


3778. Вычислить [= x? — у? аз, где L - линия, заданная 
L 


уравнением (x? + yy вай (2 - у) (x > 0) (половина лемнискаты). 


3779. Вычислить [око ав, где Г - часть спирали Архи- 
L 
меда р = 29, заключенная внутри круга радиуса В с центром в 
начале координат (в полюсе). 


2 
3780. Вычислить интеграл Г, где Г - первый виток 
L 


винтовой линии х = acost, y=asint, z=at. 


3781. Вычислить [луга где L - четверть окружности 
L 


Payee В, xray? = в, лежащая в первом октанте. 
3782. Вычислить fle Vere las, где L - первый виток 


L 
конической винтовой линии х =f cost, у=ёзшЬ, 2=Ё 


3783. Вычислить | («+ y)ds, где Г - четверть окружности 
L 


x ty? +2? = В2, y=, лежащая в первом октанте, 


Применения интегралов 


3784. Найти массу участка линии y=Inx между точками с 


абсциесами х1 и хо, если плотность линии в каждой точке равна 
квадрату абсциссы точки. 
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3785. Найти массу участка цепной линии у = ach= между 


точками с абсциссами x, =0 и х, =a, если плотность линии в 
каждой ее точке обратно пропорциональна ординате точки, 
причем плотность в точке (0, а) равна б. 

8786. Найти массу четверти эллипса x = acost, y=bsint, 


расположенной в первом квадранте, если плотность в каждой 


точке равна ординате этой точки. 
3787. Найти массу первого витка винтовой линии 
x=acost, y=asint, z=6t, плотность которой в каждой 


точке равна квадрату полярного радиуса этой точки. 
ice 
3788. Найти массу дуги линии х= е' с03#, y=e'sint, 
2=е' от точки, соответствующей {= 0, до произвольной точ- 
ки, если плотность дуги обратно пропорциональна квадрату 
полярного радиуса и в точке (1, 0, 1) равна единице. A 


3789. Найти координаты центра масс первого полувитка 
винтовой линии x =acost, y=asint, z=bt, считая плот- 


ность постоянной. 
3790. Вычислить статический момент первого витка кониче- 


ской винтовой линии x=tcost, y=tsint, 2={ относительно 
плоскости Оху, считая плотность пропорциональной квадрату 


2 
расстояния от этой плоскости: р = kz". 
3791. Вычислить моменты инерции первого витка винтовой 
= asi = инат- 
линии Xx = 46031, y=asint, z= ft относительно коорд! 
ных осей. 


В задачах 3792-3797 вычислить площади частей цилиндри- 
ческих поверхностей, заключенных между плоскостью Оху и 
указанными поверхностями: 


3792, чу? = RY, 22 В+. 


3793. у =2px, z= 2px 4x? . 


3794. у = 4(x-1)'; 22-х. 





3795. x? +y? = Е*, 282 = ху. 
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2 yf 
3796. 2+ 7 =1, z=ke иг=0 { > 0) («цилиндрическая 
а 


подкова» ). 
3797. y= J2px, г=уи x=8p, 


3798. Вычислить площадь поверхности, которую вырезает 
из круглого цилиндра радиуса R такой же цилиндр, если оси 
этих цилиндров пересекаются под прямым углом (cp. с решени- 
ем задачи 3642). 

3799. Найти площадь части поверхности цилиндра 


x+y? = Вх, заключенной внутри сферы 2? +у2+27 = А. 


Согласно закону Био-Савара элемент тока действует на маг- 


~ = sin 
нитную массу т с силой, равной по величине mbsinads где I — 
r’ 


TOK, ds — элемент длины проводника, г -— расстояние от элемен- 
та тока до магнитной массы, © — угол между направлением 
прямой, соединяющей магнитную массу и элемент тока, и на- 
правлением самого элемента тока. Эта сила направлена по HOp- 
мали к плоскости, содержащей элемент тока и точку, в которую 
помещена магнитная масса; направление силы ‘устанавливается. 


правилом «буравчика». Опираясь на этот закон, решить задачи 
3800-3805. 


3800. Найти силу, с которой ток Г в бесконечном прямоли- 
нейном проводнике действует на точечную магнитную Maccy т, 
находящуюся на расстоянии а от проводника. 

3801. По контуру, имеющему форму квадрата со стороной а, 
течет ток Г. С какой силой этот ток. действует на точечную маг- 
нитную массу т, находящуюся в центре квадрата? 

3802. Показать, что ток J, текущий по дуге линии, уравне- 
ние которой в полярных координатах имеет вид р= р), дей- 
ствует на точечную магнитную массу, находящуюся в полюсе, 
9%. 

do 
>. 
May 


с силой f = mI 


3803. С какой силой ток I, текущий по замкнутому эллии- 
тическому контуру, действует на точечную магнитную массу т, 
находящуюся в фокусе эллипса? 
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3804. С какой силой ток Г, текущий по бесконечному пара- 
болическому контуру, действует на точечную магнитную массу 
т, помещенную в фокусе параболы? Расстояние от вершины до 


фокуса равно р. 


3805. С какой силой ток Г, текущий по круговому контуру 
радиуса Е, действует на точечную магнитную массу т, поме- 
щенную в точку P, лежащую на пернендикуляре, восставленном 
в центре круга, на расстоянии # от плоскости круга? При каком 
значении В эта сила будет наибольшей при заданном h? 


$ 2. Криволинейные интегралы по координатам 


Вычисление интегралов 


В задачах 3806-3821 вычислить криволинейные интегралы: 


3806. fray, где L - контур треугольника, образованного 
L 


осями координат и прямой $ +f =1, в положительном на- 
правлении (т. е. против движения часовой стрелки). 
3807. fre. где Г - отрезок прямой Е =1 от точки пе- 


L 
ресечения ee с осью абсцисе до точки пересечения ее с осью 


ординат. 
3808. fe - y)dx, где L — дуга параболы у = x? от точки 
L 
(0, 0) до точки (2, 4). 


3809. fie+ у) чу, где Г - контур четырехугольника 
L 


с вершинами (указанными в порядке обхода) в точках А (0, 0), 
В (2,0), C(4,4) и 2, 4). 
(x, 2n) 
3810. f -xcosydx+ysinxdy вдоль отрезка, соединяю- 
(0,0) 
щего точки (0, 0) и (м 2m). 





3) 
3811. fryer +(y-x)dy вдоль линии 1) y= x, 2) y= x", 
(0,0) 
Зу=х, 4) у=дз. 
Qn 
3812. foxyde + xay вдоль линии 1) у=х, 2) y= 
(0,0) 





Зу=я, Чу =х. 
3813. Juax +xdy, где Г - четверть окружности x = Reost, 
L 
y= Rsint от В =0 no ty =F. 
3814, [уче - хау, где Г - эллипс х= 46081, y=bsint, 
L 


пробегаемый в положительном направлении. 





2, 2 
yf dx—x"dy 
3815. ! oy? где Г - подуокружность x = acost, 


y=bsint от 4, =0 до & =n. 
3816. fea - зах - @ -y)dy, где L - первая (от начала ко- 
L 
ординат) арка циклоиды x =a(t~sint), y = a(1- cost). 


х?ау-у?ах 
3817. fees, где Г - четверть астроиды x = Ros’ t, 


L ху 
у= Resin’ Ё от точки (в, 0) до точки (0, R). 


3818. frax +уау+ (х+у- 1аг, где L ~ отрезок прямой от 
L 
точки (1,1, 1) до точки (2,3, 4). 
3819. Г уг4х +2хау + ху42, где L - дуга винтовой линии 
L 


x= Reost, y= Rsi =e 
y=Rsint, z= от точки пересечения линии с 


плоскостью 2 = 0 до точки ее пересечения с плоскостью 2 = a. 
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(4,44) 
3820. 
4,21) 


zdxsydyied: pron, прямой линии. 


ну -х-у+22 
3821. так Fay + х?42, где L - линия пересечения сфе- 
L 
ры уг =? и цилиндра ay = Rx (R>0,z20), 


обходимая при интегрировании против часовой стрелки, если 
смотреть из начала координат. 


Формула Грина 


В задачах 3822-3823 криволинейные интегралы по замкну- 
тым контурам Г, взятые в положительном направлении, преоб- 
разовать в двойные интегралы по областям, ограниченным эти- 
ми контурами. 


3822. fo аук кн). 
L 


3823. fe + 2xcosy)dx + ee -x*sin y)ay. 
L 
3824. Вычислить двумя способами интеграл задачи 3822, 
если контуром интегрирования [Г служит окружность 


ну = Е": 
1) непосредственно, 2) с помощью формулы Грина. 
3825. Вычислить fey +xuty)dx+(xy+x-y)dy, 
L 


2 


2 
тде Г: 1) эллипс + 





=1; 2) окружность x +2 = ах. 


Интегрирование ведется в положительном направлении. 
(Вычисление провести двумя способами: 1) непосредственно, 
2) с помощью формулы Грина.} 

3826. Доказать, что интеграл 


fue +e Jax + (xy? 4 хей - 2y)dy 
р 


равен нулю, если Г — замкнутая линия, симметричная относи- 
тельно начала координат. 
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3827. С помощью формулы Грина вычислить разность меж- 
ду интегралами 


i= [е+ y) ах - (x - y) dy 
AmB 


ty = f(ety)'ar-(e-y)ay, 
ANB 
где AmB — отрезок прямой, соединяющей точки A(0, 0) и 


Bi, 1), a AnB - дуга параболы y = x?. 


3828. Показать, что интеграл fe cos (М, x)+ ysin(N, x)}ds, 
L 

rae (N, x) - угол между внешней нормалью к линии и поло- 
жительным направлением оси абсцисс, взятый по замкнутому 
контуру L в положительном направлении, равен удвоенной 
площади фигуры, ограниченной контуром Г. 

3829. Доказать, что величина интеграла 

fer -y)dx+x"dy, 
. L 

где Г — замкнутый контур, равна площади области, ограничен- 
ной этим контуром. 


3830. Доказать, что интеграл fo@)ax + 9+ аду ра- 
L 


вен утроенному моменту инерции однородной плоской фигуры, 
ограниченной контуром Г, относительно оси. ординат. 


Независимость интеграла от контура 
интегрирования. Отыскание первообразной 


В задачах 3831-3835 проверить, что интегралы, взятые по 
замкнутым контурам, равны нулю независимо от вида функ- 
ций, входящих в подынтегральное выражение. 


3831. fo (ах +у()ау. 3882. [1(у)(уах + xay). 
ах 


3833. [7 еда, 
L 
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3834. [Ip (e+y)+Fle-y)ax + ету) - Ге). 


3835. ре +? +2 хх +ydy +zdz). 
L 


dy-yd. 
3836*. Доказать, что интеграл fee. взятый в поло- 
а?+у 
L 


жительном направлении по любому замкнутому контуру, за- 
ключающему внутри себя начало координат, равен 27. 


3837. Вычислить fee вдоль окружности х? + у? =1 
х?+4у 
L 


в положительном направлении. 


В задачах 3838-3844 вычислить криволинейные интегралы 
от полных дифференциалов: 


(2,3) (2,1) 
3838. J ydx+xdy. 3839. J 2ху4х + x2dy. 
(+1, 2) (0,0) 
(5, 12) 
3840. | даный (начало координат не лежит на контуре 
(3, 


интегрирования). 
P, 


3841. и: ‚ где точки Py и Р2 расположены на кон- 
учу 
центрических окружностях с центрами в начале координат и 
радиусами, равными соответственно В; и Ry (начало координат 
не лежит на контуре интегрирования). 
(2.1.3) (8,2,1) 7 
3842. Г xdx-y'dy +zdz. 3843. f yzdx-zxdy + xy dz. 
(,-1,2) (1,2,3) 
6,9,1) 
3844. [ ze dysxy уз de (контур интегрирования не пере- 
tae) И 


секает поверхности 2 = =). 








В задачах 3845-3852 найти функции по данным полным 
дифференциалам: 


3845. 4и = х’ах +у?ау. 3846. ди = alc? = P)leax -ydy). 
3847. du = Ht2yldxtudy 
(x+y) 
2, fa) 
3848. du = а И Nay, 
уран ну? 
_[ #2 
3849. du = [Zee] dx+ Se ~¥* jay. 
3850. du = (ax cosy —y"sin ж)ах + (2y cos -x? siny)dy. 


afte) $ 
3851. du = : dx+{ г + ду. 

fi +22) lex 
3852. du = Burxax+(y-3x)dy | 

(x+y? 
3853. Подобрать число п так, чтобы выражение 
(x~y)dx+(x+y)dy 
было полным дифференциалом; найти соответ- 


фи 
<ствующую функцию. 
3854. Подобрать постоянные а и 6 так, чтобы выражение 
{y?s2xy+ax" dx-(x? +2xy+by" dy 
2 
(ни) 


найти соответствующую функцию. 


было полным дифференциалом; 


В задачах 3855-3860 найти функции по данным полным 
дифференциалам: 


3855. du = 22tdu+de | 3856. du = 22ttydytzde 
ху 5 


ИР 
3857. du = ела нни а 3858, ди = Bexdyssyde—vedx) 


ту? (x-yzP 


ы cit 
3859. du = 27 , BE ge 
Е 


z + 
£ . 
3860. du=e?dx+| 2G") ot +2e¥ |ду+ ее ety AD рено" oe 
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Применения интегралов 


В задачах 3861-3868 вычислить при помощи криволинейно- 
го интеграла площади фигур, ограниченных замкнутыми ли- 
ниями. 


3861. Эллипсом x = acost, y =bsint, 


3862. Астроидой x =acos*t, y=asin*t. 
3863. Кардиоидой x=2acost-acos2t, y=2asint-asin2t. 


3864*. Петлей декартова листа x° + уз - Заху = 0. 


3865. Петлей линии (x + y) = xy. 


2 


3866. Петлей линии (x + у} = x*y. 
3867*. Лемнискатой Бернулли (x? + у] = за? -y'). 


3868*. Петлей линии (ve + uy = xy. 


Работа 


3869. В каждой точке плоскости на материальную точку 
действует сила, имеющая постоянную величину F и направле- 
ние положительной оси абсцисс. Найти работу, совершаемую 
этой силой, при движении точки по дуге окружности 
xe ры = В? ‚ лежащей в первом квадранте. 

3870. В каждой точке плоскости на материальную точку 
действует сила F, проекции которой на оси координат равны 
Х=ду, Y=x+ty. Вычислить работу силы F при перемеще- 


нии точки из начала координат в точку (Qt, 1): 1) по прямой 


y=; 2) по параболе у = х?; 3) по двузвенной ломаной, сторо- 
ны которой параллельны осям координат (два случая). 

3871. В каждой точке М эллипса x=acost, у=фзтЕ 
приложена сила Е, равная по величине расстоянию от точки М 
до центра эллипса и направленная к центру эллипса. а) Вычис- 
лить работу силы F при перемещении точки вдоль дуги эллип- 
са, лежащей в первом квадранте. 6) Найти работу, если точка. 
обходит весь эллипс. 


3872. Проекции силы на оси координат задаются формулами 
X=2xy a Y= х?. Показать, что работа силы при перемеще- 


нии точки зависит только от начального и конечного ее поло- 
жения и не зависит от формы пути. Вычислить величину рабо- 


ты при перемещении из точки (1, 0) в точку (0, 3). 

3873. Сила по величине обратно пропорциональна расстоя- 
нию точки ее приложения от плоскости хОу и направлена к 
началу координат. Вычислить работу при движении точки под 
действием этой силы по прямой х= at, y= bt, 2 = сё от точки 
М(а,ь, <) До точки N(2a, 2b, 2c). 


3874. Сила no величине обратно пропорциональна расстоя- 
нию точки ее приложения от оси Oz, перпендикулярна к этой 
оси и направлена к ней. Найти работу силы при движении точ- 
ки под действием этой силы по окружности x =cost, у=1, 


z=sint от точки М (1,1, 0) до точки N(0,1,1). 


3875. Доказать, что работа силы тяготения двух точечных 
масс, совершаемая при перемещении одной из них, не зависит 
от формы пути. Величина силы тяготения Р определяется зако- 


Кат 
ном Ньютона: F = wus где г — расстояние между точками, 
я r 


mM, и Mg - массы, сосредоточенные в этих точках, # — гравита- 
ционная постоянная. 


$ 3. Интегралы по поверхности 


Интегралы по площади поверхности 


В задачах 3876-3884 вычислить интегралы: 


3876. ffe+2r+dy)aa, где 5 - часть плоскости 
5 


= + oe ra =1, лежащая в первом октанте. 
3877. ПЕС 44, где $ - часть плоскости х+у+2=1, ле- 
5 
жащая в первом октанте. 
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3878. ff. где S — часть сферы x? + y? +27 = R?, ne¥ 
a 5 


щая в первом октанте. 


3879. [уче где $ — полусфера г = УЕ? -x?-y’. 
8 

3880. Г 8? - x у?44, где 5 - полусфера 2 = | 
5 

3881. луч где 5 - полусфера г = у? т -у. 


3882. ie , где $ - цилиндр x? + у? = Е?, ограничений 
плоскостями 2=0 и 2 =Н, аг- расстояние от точки nove?” 
ности до начала координат. 


3883. Is где $ - сфера х? +y? +2? = В*, аг- pacer 


ние от точки сферы до фиксированной точки P (0, 0, ©) (> ый 


of 
3884. Ir где $ - часть поверхности гиперболическ 


2-Е? af 

параболоида 2 = ху, отсеченная цилиндром х’+У =R, а 
расстояние of точки поверхности до оси Oz. оо 

3885*. Найти массу сферы, если поверхностная плотно? 
в каждой точке равна расстоянию этой точки от weno 
фиксированного диаметра сферы. ao. 

3886. Найти массу сферы, если поверхностная плотн® (0° 
в каждой точке равна квадрату расстояния этой точки от Be 
торого фиксированного диаметра сферы. 


м 
Поверхностные интегралы по координата 


В задачах 3887-3893 вычислить поверхностные интеграл" 


3887. Jfxayaz+ ydxdz+zdedy, rae S - положитель" 
5 0, 


2 
сторона куба, составленного плоскостями x=0, y= 0, 2 
x=1, y=1, z=1. 


$ 3. ИНТЕГРАЛЫ NO ПОВЕРХНОСТИ 





3888. [| у?гажау, где S — положи- 
5 


тельная сторона нижней половины сферы 
Ху? +27 = В. 


3889. [[2ах dy, где 5 — внешняя сто- 
5 


ты vie 
рона эллипсоида a +? + a . 


3890. [[2ахау, Tae 5 - внешняя сторона эллипеоида, 


2 


3891. || хгах Ау + xydydz+yzdxdz, где 5 - внешняя сто- 


рова пирамиды, составленной плоскостями х=0, у=0, 2=0 
и х+у+2=1. 


3892. Sve dx dy + xzdydz+xydxdz, где S — внешняя сто- 


рона ОИ peckoncsgensol в первом октанте и состав- 
ленной из цилиндра x? +7 = В? и плоскостей х=0, у=0, 
z=Ouz=H. 


3893. Jf ePedxdy + ху +x°ydxdz, где $ - внешняя 
5 
сторона поверхности, расположенной в первом октанте и со- 


ставленной из параболоида вращения z= x+y, цилиндра 


х? + у? =1 и координатных плоскостей (рис. 55). 
Формула Стокса 
3894. Интеграл Г +22 Jax + (x? +2" Jay + (2 + y Jaz, взятый 
L 
по некоторому замкнутому контуру, преобразовать с помощью 


формулы Стокса в интеграл по поверхности, «натянутой» на 
этот контур. 


30-2102 
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3895. Вычислить интеграл fev dx+dy+zdz, где контур 

L 
L— окружность х? +? =R’, 2=0: а) непосредственно и 
6) используя формулу Стокса, взяв в качестве поверхности по- 


лусферу 2 = +y IR? - х? - и? . Интегрирование по окружности в 


плоскости хОу ведется в положительном направлении. 


Формула Остроградского 


8896. Поверхностный интеграл по замкнутой поверхности 
преобразовать с помощью формулы Остроградского в тройной 
интеграл по объему тела, ограниченного этой поверхностью: 


fea dz+ уах 42+ 2?ах dy. Интегрирование ведется по внеш- 
5 
ней стороне поверхности $5. 

3897. Цоверхностный интеграл по замкнутой поверхности 
преобразовать с помощью формулы Остроградского в тройной `по 
объему тела, ограниченного этой поверхностью: 


ff, у? +2" {соз(М, x)+ cos(N, y)+ cos(N, z)}do, 
5 


где № - внешняя нормаль к поверхности 5. 

3898. Вычислить интеграл задачи 3897, если $ - сфера pa- 
диуса Е с центром в начале координат. 

3899. Вычислить интеграл 


ff [x cos(N, x)+y* cos(N, y)+2° cos(N, 2)lao, 
5 


где 5 — сфера радиуса В с центром в начале координат, а М — 


внешняя нормаль. 
3900. Вычислить интегралы в задачах 3891—3893, применяя 


формулу Остроградского. 


Глава XIV 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


§ 1. Уравнения первого порядка 


Уравнения с разделяющимися переменными 


В задачах 3901-3910 найти общие решения дифференциаль- 
ных уравнений: 


3901. (xy? + х)ах + (у - ху)ду =0. 
3902. xyy’ =1-х?. 3903. yy’ 


3904. y’tgx-y=a. 3905, xy’+y=y". 


3906. 
x 


3907. Ji-y’dx+ yv1- x2dy =0. 
3908. ev*(1+ ds) = Ls 3909. y’ = 10°", 
3910. y’+ sin = sina. 


3911. Зависимость между скоростью 0 снаряда и пройден- 
вым путем { в канале орудия устанавливается в баллистике сле- 


дующим уравнением: v тя > Tye v= ae un<i. Найти зави- 
+ 


< 
имость между временем # движения снаряда и пройденным 
Расстоянием J по каналу. 

3912. Если x - количество иодистоводородной кислоты НЗ, 
Рразложившееся к моменту времени #, то скорость разложения 


de 
de определяется дифференциальным уравнением = 


=k (1-х }? 2 
(==) - A(z) » где #1, 2 и и — постоянные. Проинтегриро- 


вать это уравнение. 
lor 
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В задачах 3918-3916 найти частные решения дифференци. 
альных уравнений, удовлетворяющие данным начальным усло. 
виям: 

3913. y’sinx =ути; yf, 


=n /2 — 


3914. 


3915. sin усов х dy =cosysinxdx; И, = 
3916. y— xy’ =6 ( + xy’); yl 


xel 
3917. Найти линию, проходящую через точку (2, 3) и обла- 


дающую тем свойством, что отрезок любой ее касательной, за- 
ключенный между координатными осями, делится пополам в 
точке касания. 

3918. Найти линию, проходящую через точку (2, 0} и обла- 


дающую тем свойством, что отрезок касательной между точкой 
касания и осью ординат имеет постоянную длину, равную двум. 

3919. Найти все линии, у которых отрезок касательной ме- 
жду точкой касания и осью абецисс делится пополам в точке 
пересечения с осью ординат. 

3920. Найти все линии, y которых подкасательная пропор- 
циональна абсциссе точки касания (коэффициент пропорцио- 
нальности равен #). 

3921. Найти линию, проходящую через точку (2, i) и 


имеющую подкасательную постоянной длины а. 

3922, Найти линию, у которой длина нормали (отрезок ее OT. 
точки линии до оси абсцисс) есть постоянная величина а. 

3923. Найти линию, у которой сумма длин касательной и 
подкасательной в любой ее точке пропорциональна произведе- 
нию координат точки касания (коэффициент пропорционально- 
сти равен #). 

3924. Найти линию у=/(х) (1(х)> 0, /(0)=0), ограничи- 


вающую криволинейную трапецию с основанием о, x) пло- 
щадь которой пропорциональна (п+1)-й степени f(x). Известно» 
что f(1)=1. 


3925. Материальная точка массой 1 г движется прямоли- 
нейно под действием силы, прямо пропорциональной времени, 


отсчитываемому от момента t = 0, и обратно пропорциональной 
скорости движения точки. В момент #=10 с скорость равня- 
лась 0,5 м/с, а сила ~4-10° Н. Какова будет скорость спустя 
минуту после начала движения? 

3926. Материальная точка движется прямолинейно, причем 
так, что ее кинетическая энергия в момент # прямо пропорцио- 
нальна средией скорости движения в интервале времени от нуля 
до t. Известно, что при #=0 путь s = 0. показать, что движе- 
вие равномерно. 

3927. Моторная лодка движется в спокойной воде со скоро- 
стью и = 10 км/час. На полном ходу ее мотор был выключен, и 
через #=20 с скорость лодки уменынилась до и =6 км/час. 
Считая, что сила сопротивления воды движению лодки пропор- 
циональна ее скорости, найти скорость лодки через 2 мин после 
остановки мотора; найти также расстояние, пройденное лодкой 
в течение одной минуты после остановки мотора. 

3928. В дне цилиндрического сосуда с поперечным сечением 
5 и вертикальной осью имеется малое круглое отверстие пло- 
щадью 4, закрытое диафрагмой (как у объектива фотоаппарата). 
В сосуд налита жидкость до высоты hk. В момент $=0 диа- 
фрагма начинает открываться, причем площадь отверстия про- 
норциональна времени и полностью отверстие открывается за 
Т с. Какова будет высота Н жидкости в сосуде через Т с после 
начала опыта? (См. задачи 2701-2106.) 

3929. Скорость охлаждения тела пропорциональна разности 
между температурами Tena и среды. В задачах 2710-2711 мы 
считали коэффициент пропорциональности постолиным. При 
некоторых расчетах считают, что он линейно зависит от време- 
ни: k= № (1+0). Найти при этом предположении зависимость 


между температурой тела @ и временем #, полагая, что 0 = 6% 
при t= 0, а температура окружающей среды 9, . 


3930*. Скорость роста площади молодого листа виктории- 
регии, имеющего, как известно, форму круга, пропорциональна. 
окружности листа и количеству солнечного света, падающего на 
лист. Последнее в свою очередь пропорционально площади лис- 
та и косинусу угла между направлением лучей и вертикалью. 
Найти зависимость между площадью 5 листа и временем #, если 
известно, что в 6 часов утра эта площадь равнялась 1600 см?, 
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ав 6 часов вечера того же дня 2500 см?. (Полагать, что наблю- 
дение проводилось на экваторе в день равноденствия, когда угол 
между направлением лучей солнца и вертикалью можно считать 
равным 90° в 6 часов утра и в 6 часов вечера и 0° в полдень.) 


В задачах 3981-3933 при помощи замены искомой функции 
привести данные уравнения к уравнениям с разделяющимися 
переменными и решить их. 


3931. и’ = cos(x - у) (положить и=х-у). 

3932. у’=3х-2у+5. 3933. у +хту=хчу-1. 
Однородные уравнения 

В задачах 3984-3944 найти общие решения уравнений: 


2 
3934, yee. 3935. y’ = 21% 








y 


3936. xdy-ydx=ydy. 3937. у’ 


3938. уни. 3939. ху’-у= ух чу’. 


, , 2 
3940. у? + xy = xyy’. 3941. y’=e* +2. 





3942. xy’ = yint. 
3943, (ay? + Bxy + а) ах = (2 + 2xy)dy, 


3944. y= 424 





В задачах 3945-3948 найти частные решения дифференци- 
альных уравнений, удовлетворяющие данным начальным усло- 


виям: 


3945. (xy’ - y)arctg 4 =х; У =0. 
3946. (y? - 34? )ау + 2луа 0; yl, 





‚2 2 
3947, ук, = 
OS Pam Yat 


3948. у (2) +2x2—y=0; У =. 





1. 
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3949. Привести уравнение у’= #+ч(=) к квадратуре. Како- 
ва должна быть функция ole ) чтобы общим решением данного 
уравнения было у= Я 

3950. Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсе- 
каемого любой касательной от оси ординат, равен произведению 
координат точки касания. 

3951. Найти линию, у которой начальная ордината любой 
касательной равна соответствующей поднормали, 

3952. Найти линию, у которой длина полярного радиуса 
любой ее точки М равняется расстоянию между точкой пересе- 
чения касательной в точке М с осью Оу и началом координат. 

3953*. Какой поверхностью вращения является зеркало 
прожектора, если лучи света, исходящие из точечного источни- 
ка, отразившись, направляются параллельным пучком? 


Линейные уравнения 
В задачах 3954-3964 найти общие решения уравнений: 


3954. у’+2у=4х. 3955. y+ 2xy еже". 


3956. УчЫу-ь. = 3957. ни - 29 = (=). 


3958. у’+у = со5х. 3959. у+ау=е"*. 
3960. 2уах + (y? = 6x)dy =0. 
3961. и=—№. 


2х-у? 
3963. x (y’-y)= (+ xe, 
3964. y+ yO'(x)-O(x)(x)=0, rae @(x) - заданная 
функция. 





3962. у. 
Bylnyty-x 


В задачах 3965-3968 найти частные решения уравнений, 
Удовлетворяющие указанным начальным условиям: 


3965. y’-ytgx=seex; yl,_,=0- 








3966. xy’+y-e* = 0; У. 
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й ¥ 
3967. xy’-— = x; yl =0 


3968. ( 3 ax (. wt Pat: 4, 
3969. Пусть уз и yo - два различных решения уравнен 

р. 

y+ P(x)y = Q(x) : = 


а) Доказать, что узи +С(у, - и) является общим решени- 
ем того же уравнения (С - константа). 
6) При каком соотношении между постоянными a и В ли- 





нейная комбинация ау, +Ву» будет решением данного уравне- 
ния? 


в) Доказать, что если уз ~ третье частное решение, отличное 





оту1 и уз, то отношение ии постоянно. 
a 


ы х ` 
3970. Доказать тождество (ем. задачу 2345) еб 


о 


2% 2 
Pa a = 2 
=е* ]е ‘dz, составив для функции 1(e)= fe dz диффе- 
0 
0 
ренциальное уравнение и решив ero. 

3971. Найти линию, у которой начальная ордината любой 
касательной на две единицы масштаба меньше абсциссы точки 
касания. 

+ м $ 

3972*. Найти линию, у которой площадь прямоугольника, 

построенного на абсциссе любой точки и начальной ординате 


касательной в этой точке, есть величина постоянная (- a’). 


* 
3973*. Найти линию, для которой площадь треугольника, 
образованного осью абсцисс, касательной и радиус-вектором 


точки касания, постоянна (- a’). 


3974. Точка массой, равной т, движется прямолинейно; на 
нее действует сила, пропорциональная времени (коэффициент 
пропорциональности равен #1), протекшему от момента, когда 
скорость равнялась нулю. Кроме того, на точку действует сила 
сопротивления среды, пропорциональная скорости (коэффици- 


ент пропорциональности равен А). Найти зависимость скорости 
от времени. 





3975. Точка массой, равной т, движется прямолинейно; на 
нее действует сила, пропорциональная кубу времени, протекше- 
то с момента, когда скорость была vp (коэффициент пропорцио- 
нальности равен #}. Кроме того, точка испытывает противодей- 
ствие среды, пропорциональное произведению скорости и вре- 
мени (коэффициент пропорциональности равен #1). Найти 
зависимость скорости от времени. 

3976. Начальная температура тела 09°C равна температуре 
окружающей среды. Тело получает тепло от нагревательного 
прибора (скорость подачи тепла является заданной функцией 
времени: сф(), где с — постоянная теплоемкость тела). Кроме 
того, тело отдает тепло окружающей среде (скорость охлажде- 
ния пропорциональна разности между температурами тела и 
среды). Найти зависимость температуры тела от времени, от- 
считываемого от начала опыта. 


Решить задачи 3977-3978, учитывая, что если переменный 
электрический ток J = T(t) течет по проводнику с коэффициен- 
том индуктивности L и сопротивлением В, то падение напряже- 
ния вдоль проводника будет равно Lat + RI. 

3977. Разность потенциалов Ha зажимах катушки равномер- 
но падает от Ey =2 В до Е, =1 В в течение 10 с. Каков будет 
ток в конце десятой секунды, если в начал опыта он был 
162 A? Сопротивление катушки 0,12 Om, коэффициент индук- 


тивности 0,1 Гн. 
3978. Найти ток в катушке в момент #, если сопротивление 


ee В, коэффициент индуктивности L, начальный ток Ip = 0, 


электродвижущая сила меняется по закону Е = Е, sinwt. 


Разные задачи 
(уравнения с разделяющимися переменными, 
однородные и линейные) 
В задачах 3979-3997 найти общие решения уравнений: 


2 2 
3979. y= =F 3980. х?ау+ (В - 2ху)ах = 0. 
x 


3981. x(c? +1)y'+y=xh+x2)". 
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3982. y= 22. 


7 __lty? 
3983. y “Shey 


3984. (By + 10x)dx + (Sy +7x)dy = 0. 

3985, зу ту + к?) 3986. ИР = tg. 
z x 

3987. e - усов ах +xcostdy =0. 


3988. y’ = e* — ety, 3989. Е = _ _ 


Yay > 2у?-ху` 

Чу _ 1 
3990. f= 901, (x-2xy -y?)dy + y2dx = 0. 
3992. у’+ ycosx = sin xcosx. 


8993. (x + 1)y’- ny = e*(e +1)", 


3994, ydx = (/ -x)dy. 3995. (2y - (x+y) e+ xy =0. 


3996*. yy'sinx = cosx (sina - 5?) 3997. у’= (х+у). 

3998. Убедиться в том, что интегральными кривыми урав- 
нения (1-е y+ xy = ах являются элдлипсы и гиперболы с 
центрами в точке (0, a) и осями, параллельными координат- 


ным осям, причем каждая кривая имеет одну постоянную ось, 
длина которой равна 2. 


В задачах 3999-4002 найти частные решения уравнений, 
удовлетворяющие указанным начальным условиям: 


y-*y" = 
3999. ии =2, eal 


4000. и’ = 14s Ин. 


ри’ =: GF s = 

4001. (L+e*)yy’= 0%; y|,_g=0. 

4002. у’ = 8x7y+x° +2; Yeo 

4003. Доказать, что только прямые у=Ах и гиперболы 


xy =m обладают следующим свойством: длина полярного ра- 


диуса любой их точки равна длине касательной, проведенной 
в этой точке. 





4004. Найти линию, у которой длина нормали пропорцио- 
нальна квадрату ординаты. Коэффициент пропорциональности 
равен #. 

4005. Найти линию, у которой любая касательная пересека- 
ется с осью ординат в точке, одинаково удаленной от точки 
касания и от начала координат. 

4006. Найти уравнение линии, пересекающей ось абсцисс в 
точке x =1 и обладающей таким свойством: длина поднормали 
в каждой точке линии равна среднему арифметическому коор- 
динат этой точки. 

4007. Найти линию, у которой площадь трапеции, образо- 
ванной осями координат, ординатой произвольной точки и ка- 
сательной в этой точке, равна половине квадрата абсциссы. 

4008. Найти линию, для которой площадь, заключенная 
между осью абсцисс, линией и двумя ординатами, одна из ко- 
торых постоянная, а другая - переменная, равна отношению 
куба переменной ординаты к переменной абсциссе. 

4009. Найти линию, для которой площадь фигуры, ограни- 
ченной осью абсцисс, двумя ординатами и дугой MM’ этой 
линии, пропорциональна дуге MM’ при любом выборе точек М 
и М’. 4 

4010. Найти линию, для которой абсцисса центра Mace кри- 
волинейной трапеции, образованной осями координат, прямой 


х=а и линией, была бы равна и при любом а. 


4011*. Найти линию, все касательные к которой проходят 
через данную точку (хо, о}. 

4012. Найти линию, проходящую через начало координат, 
все нормали к которой проходят через данную точку (=, Yo): 


4013. Какая линию обладает следующим свойством: угол, 
составляемый с осью Ох касательной к линии в любой ее точке, 
вдвое больше угла, который составляет с той же осью полярный 
радиус точки касания. 

4014. На тело массы т =1 действует сила, пропорциональ- 
ная времени (коэффициент пропорциональности равен #1). 
Кроме того, тело испытывает противодействие среды, пропор- 
циональное скорости тела (коэффициент пропорциональности 
равен #2). Найти закон движения тела (зависимость пути от 
времени). 
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4015. Частица падает в среде, сопротивление которой про- 
порционально квадрату скорости частицы. Показать, что урав- 


нение движения будет = g— by, где k - постоянная, g — 


ускорение силы тяжести. Проинтегрировать это уравнение и 
показать, что и стремится к Е при t > +. 

4016. Сила трения, замедляющая движение диска, вращаю- 
щегося в жидкости, пропорциональна угловой скорости вращения. 

1) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 3 оборота 
в секунду, через 1 мин вращается с угловой скоростью 2 оборота 
в секунду. Какова будет его угловая скорость через 3 мин после 
начала вращения? 

2) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 5 оборотов 
в секунду, через 2 мин вращается с угловой скоростью 3 оборота 
в секунду. Через сколько времени после начала вращения он 
будет обладать угловой скоростью, равной 1 обороту в секунду? 

4017. Пуля входит в доску толщиной h = 0,1 м со скоростью 
9% = 200 м/с, а вылетает из диска, пробив ee, со скоростью 
v, = 80 м/с. Принимая, что сила сопротивления доски движе- 
нию пули пропорциональна квадрату скорости движения, най- 
ти, сколько времени продолжалось движение пули через доску. 

4018*. Капля воды, имеющая начальную массу Мог и рав- 
номерно испаряющаяся со скоростью т г/с, движется по инер- 


ции с начальной скоростью из см/с. Сила сопротивления среды 1 


пропорциональна скорости движения капли и ее радиусу. 
В начальный момент ( = 0) она равна /) Н. Найти зависимость 
скорости капли от времени. 

4019*. Капля воды, имеющая начальную массу Мо г, рав- 
номерно испаряющаяся со скоростью т г/с, свободно падает в 
воздухе. Сила сопротивления пропорциональна скорости дви- 
жения капли (коэффициент пропорциональности равен #). 

Найти зависимость скорости движения капли от времени, 
протекшего с начала падения капли, если в начальный момент 
времени скорость капли равнялась нулю. Считать, что k + 2m. 

4020*. Решить предыдущую задачу для капли сферической 
формы, предполагая, что сила сопротивления воздуха пропор- 
циональна произведению скорости капли и площади ее поверх- 
ности. Плотность жидкости у. (Привести к квадратурам.)} 





4021*. Если в каком-либо процессе одно вещество превраща- 
ется в другое, причем скорость образования продукта пропор- 
циональна наличному количеству превращающегося вещества» 
то такое явление называют процессом (или реакцией) первого 
порядка. 

Некоторое вещество, начальное количество которого Mp, 
превращается в другое вещество, а из образовавшегося продукта 
немедленно начинает получаться второй продукт. Оба превра- 
щения происходят как процессы первого порядка; коэффициен- 
ты пропорциональности известны: #1 - в первом процессе и ky — 
во втором. 

Какое количество второго продукта образуется через # еди- 
ниц времени после начала процесса? 

4022. В резервуаре, объем которого 100 л, находится рассол, 
содержащий 10 кг растворенной соли. В резервуар втекает вода. 
co скоростью 3 л/мин, а смесь с такой же скоростью перекачи- 
вается во второй резервуар емкостью также 100 л, первоначаль- 
но наполненный чистой водой, из которого избыток жидкости. 
выливается. Сколько соли будет содержать второй резервуар по 
прошествии часа? Каково максимальное количество соли во 
втором резервуаре? Когда это максимальное количество дости- 
тается? (Концентрация соли в каждом из резервуаров поддер- 
жизается равномерной посредством перемешивания.} 

4023. Напряжение и сопротивление цепи равномерно меня- 
ются в течение минуты соответственно от нуля до 120 В u or 
нуля до 120 Ом (cm. задачи 3977-3978). Индуктивность цепи 
постоянна (1 Гн). Начальный ток Го. Найти зависимость между 
током и временем в течение первой минуты опыта. 

4024*, В узкой горизонтальной цилиндрической трубке AB, 
герметически закрытой, заключен газ. Трубка равномерно вра- 
щается вокруг вертикальной оси OO, 
(рис. 56), проходящей через один из ее 
концов с угловой скоростью @. Длина 
трубки lcm, поперечное сечение S см?, 
масса заключенного в ней газа М г, 
давление в покоящейся трубке (по- 
стоянное вдоль всей трубки) ро. Найти 
распределение давления вдоль трубки 
при ее вращении, т. е. выразить р как 0 
функцию от х. Рис. 56 


0, 
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Другие примеры уравнений первого порядка 


В задачах 4025-4037 найти общие решения уравнений, при- 
BOA их с помощью замены переменных к уравнениям линей- 
ным или однородным: 

4026. у’ = З5-и+1 
x~2y41 
4027. (x+y + ах = (2x + 2y - 1)dy. 


4028, y/ = 2042)" р 
у у 4029. y= Byori 


2 
4030. ИЕ 
4 2 (ey?-2?) 


4032. (xy? - 1+2 0. 





4031. ( -ху+ xy dx = х?4у. 





й 242 2 
4033. уу += =e }- 4034. xy’ +1 =e, 
4035. (x? +? tidy + xydx=0. 
4036. xdx + ydy + x (edy~ydx)=0, 
4037. (x? у? +y)ax =xdy. 


В задачах 4038-4047 решить уравнения Бернулли: 


4038. у’+2ху = 2x3y3, И чу? 
у = 2^у 4039. у Фу" =0. 





4040. y" Hay’ + у) =х. ма 


4041. хах = (2 yay. 


4042. xy’+y = y? шх. 4043. y’-ytgx+y?cosx=0. 


4045. xy’ - dy - x? fy = 0, 





4046. y dy - 2 gy bax 
к? 


x 


и YO (x)-y? 
4047. у’= woe где (x) ~ заданная фуакция. 


4048. Найти линию, у которой отрезок, отсекаемый на оси 
ординат касательной в произвольной точке: 

1) пропорционален квадрату ординаты точки касания, 

2) пропорционален кубу ординаты точки касания. 




















4049. Найти линии, заданные уравнениями вида р = fo), 
для которых площадь секторов, ограниченных линией и поляр- 
ным радиусом постоянной точки (ро, Фо) и текущей точки 


(©, 9) линии, пропорциональна произведению полярных коор- 
динат р и Ф этой текущей точки. Коэффициент пропордио- 


нальности равен #. 
Уравнения в полных дифференциалах 
В задачах 4050-4057 найти общие решения уразнений: 
4050. (22° — xy?) dx + (2y8 ~xy)dy=0. = 
4051. —=4и_ -( у 1) dx. 4052. о’ + (шей -2y)ay = 0. 





xrey? | rey? 
4053. yx’ dx+x¥Inxdy=0. 4054. ae Hee, 
ae ey? х 


4055. ytsin xcos“(xy} det — ау +sinydy = 0. 
cos*(xy) cos? (ху) 


4056. (еее ак [-1+ Ve + аи =o. 


тряски 103 зах 1 gy = 
4057. (ysiay reo tl dx+ = C08 pny tye dy =0. 


Интегрирующий множитель 

В задачах 4058-4062 найти интегрирующий множитель 
и общие решения уравнений: 

4058. (x? + y)ax ~xdy=0. 4059*. у(1+ xy)dx-xdy = 0. 

4060. (x? +/+ 2=)ах +2у4у = 0. 

4061. Lax +(y* -Inx)dy =0. 

4062. (x cosy ~ уз y)dy + (xsiny + усозу)ах = 0. 

4063. Убедиться, что интегрирующим множителем линейно- 
го уравнения we + P(x)y = Q(x) служит функция of "4, 

4064. Найти интегрирующий множитель уравнения Бернул- 
ли У+Р(ж)у=у" Q(x). 
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4065. Найти условия, при которых уравнение 
X(x, у)ах + У (x, y}dy =0 
допускает интегрирующий множитель вида М = F(x + y). 
4066. Найти условия, при которых уравнение 
X(x, y)dx + У (x, y)dy =0 
допускает интегрирующий множитель вида М = F (xy). 
Разные задачи 
В задачах 4067-4088 найти общие решения уравнений: 
4067. у’ =ax+byte. 4068. ay’ + by+cy™ =0. 


4069, у. 





4070. у’ = Pte 
р: 


2 
4071. y= —2 
Cel 


4073. Sage, Co ay = 0. 





4072. И - +) =y. 


4074, (oy + зу?) ах + (x + у") ау =0. 
4075. (20 tty +] ах + (2 + yay =0. 


4076, y= tw _ 


х(у+1)-х* ° 
4077. хау + уах + y?(xdy - уах)=0. 


ao7s, [1 - ? |ae+{—2-1lay=0 
ху (уу ‘ 


4079, y= ху. 
№. 








4080. ysinx+y’cosx =1. 


4081. 4082. у’= cos xsiny+tg? x ; 


yy ty cosx = 0. = 
sin x cosy 


4083. xy’ сов = усов - х. 





4084. (сова узи) уаи+ (xcos2 - ysin¥) dy =0. 
4085. у’= 





&__ 
cosy ву 


2.2 


ar 
4087. 2yy’ =e * +S oe, 


4086. у-у’созх = у? сов x(1 — яп x). 
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4088. f + eas + el = г Jay =0. 


4089. Найти линию, у которой поднормаль в любой точке 
лак относится к сумме абециссы и ординаты, как ордината этой 
точки К ее абсциссе. 

4090. Найти линию, обладающую тем свойством, что отре- 
зок касательной в любой ее точке, заключенный между осью Ох 
и прямой у = ах +, делится точкой касания пополам. 


4091. Найти линию, для которой отношение расстояния от 
нормали в любой ее точке до начала координат к расстоянию от 


той же нормали до точки (a, 5) равно постоянной #. 


4092. Найти линию, для которой расстояние от начала ко- 
ординат до касательной в произвольной ee точке равно расстоя- 
нию от начала координат до нормали в той же точке. 

4093*. Найти линию, обладающую следующим свойством: 
ордината любой ее точки есть средняя пропорциональная между 
абсциссой и суммой абсциссы и поднормали, проведенной к 
линии в той же точке. 


4094. В электрическую цепь с сопротивлением R =8 Омв 


течение двух минут равномерно вводится напряжение (от нуля 
до 120 В). Кроме того, автоматически вводится индуктивность, 
так что число, выражающее индуктивность цепи в генри, равно 
числу, выражающему ток в амперах. Найти зависимость тока 
от времени в течение первых двух минут опыта. 


$ 2. Уравнения первого порядка (продолжение) 
Поле направлений. Изоклины 


4095. Дано дифференциальное уравнение ИУ: а} По- 


строить поле направлений, устанавливаемое данным уравнени- 
ем. 6) Выяснить расположение вектора поля относительно по- 
лярного радиуса любой точки поля. в) Выяснить вид интеграль- 
ных кривых уравнения, исходя из поля направлений. г) Найти 
интегральные кривые, решая данное уравнение обычным мето- 
дом (разделяя переменные). д) Указать семейство изоклин дан- 
ного уравнения. 
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4096. Написать дифференциальное уравнение, изокливами 
которого служат: 1} равнобочные типерболы ху=а; 2) ‚парабо. 


2 
лы у = 2px; 8) окружности x? + у? = R?, 

4097. Найти изоклины дифференциального уравнения ce. 
мейства парабол y= ax’. Сделать чертеж. Истолковать резуль- 
тат геометрически. 


4098. Убедиться, что изоклинами однородного уравнения (и 
только однородного уравнения) служат прямые, проходящие 
через начало координат. 

4099. Указать линейные уравнения, изоклинами которых 
являются прямые. 

4100. Пусть yy, уз, уз - ординаты трех любых изоклин неко- 
торого линейного уравнения, соответствующие одной абециссе. 

а : 
Уз-и 
ние, какова бы ни была эта абсцисса. 


Убедиться, что отношение 





сохраняет одно и то же значе- 


Приближенное интегрирование 
дифференциальных уравнений 


я 2 2 
4101. Дано уравнение у ae. Построить приближенно 





интегральную кривую, соответствующую отрезку 1<х<5 
проходящую через точку М| (i, 1). 


4102. Дано уравнение y= те Построить приближенно 
у 


интегральную кривую, соответствующую отрезку 0,55х<3,5 
проходящую через точку (0,5; 0,5). 


4103. Дано уравнение у’ = ух? + д. Применяя способ Эйле- 
ра, вычислить у при х=1, если у — частное решение, удовле- 
творяющее начальному условию Neo 0. Вычислить у с двумя 
десятичными знаками. 

4104. Дано уравнение у’= Ух. +1. Применяя способ Эй- 
лера, вычислить у при х=2, если у ~ частное решение, удов- 
летворяющее начальному условию Yee =0. Вычислить у с 
двумя десятичными знаками. 











4105. Дано: уравнение у и начальное условие 


= 1. Решить это уравнение точно и найти значение у при 
х= 0,9. Далее, найти это значение при помощи приближенного 
метода, разбивая отрезок [0; 0,9] Ha 9 частей. Указать OTHOCH- 
тельную погрешность последнего результата. 


й +. 3x” 
4106. Дано: уравнение у ут 





и начальное условие 


0. Решить уравнение точно и, пользуясь каким-либо из 





приближенных методов интегрирования уравнений, вычислить 
значение x при у=1 (сравнить со значением x, получаемым 
при точном решении). 

4107. у’=у? +ху+х?. Найти по методу последовательных 
приближений второе приближение для решения, удовлетво- 
ряющего начальному условию Я шо= 1. 


4108. у’= ху? -1. Найти при x =1 значение того решения 
данного уравнения, которое удовлетворяет начальному условию 


y|,.0= 9- Ограничиться третьим приближением по методу по- 


следовательных приближений. Вычисления вести с двумя деся- 
тичными знаками. 

В задачах 4109-4116 найти несколько первых членов раз- 
ложения в степенной ряд решений уравнений при указанных 
начальных условиях: 


4109. y’=y°-x; Ио 
4110. у’ = x’y?-1; У о=1. 
4111. у 











412. y= 41; И y=. 


mw. 
lexty’ 





4113. у’ У, .0= 0. 


о. 





4114, ие +у; У о 





4115. y’=siny-sinx; y|,_)= 





4116. у’=1+ +? 22; Ya 
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Особые решения. 
Уравнения Клеро и Лагранжа 


В задачах 4117-4130 найти общие и особые 
решения ураз- 
нений Клеро и уравнений Лагранжа: 


4117. y= xy’ ty? 4118. y = xy’ ~3y?. 


4120. y = жж Дн”. 
4122. ху’-у=ту. 
4124. 2yy’= x (и + 4). 
4126. y=x(l+y)+y”. 
4128. y= y'(x+1)+y?. 
4130. x = (4-3). 


4119. y = xy’ + у. 
4121. у = xy’+siny’. 
4123. у= У? (х +1). 
4125. y = уу”? + 2ху’. 
4127. y’ = In(xy’ - y). 


4129. у=ух+ afi y?. 


В задачах 4131-4133 найти особые решения уравнений, 
применяя тот же прием, какой используется в случае уравне- 
ний Лагранжа и Клеро: 


4181. у? - yy’ +e* = 0. 
2,“ - 

4132, x°y? ~2(xy-2)y’'+y? =0. 

4133. y/(y’- 2x)= aly - x), 

4134. Доказать теорему: если линейное дифференциальное 
уравнение является уравнением Клеро, то семейство его инте- 
гральных кривых представляет собой пучок прямых. 

4135. Площадь треугольника, образованного касательной к 
искомой линии и осями координат, есть величина постоянная. 
Найти линию. 

4136. Найти линию, касательные к которой отсекают на 
осях координат отрезки, сумма которых равна 2а. 

4137. Найти линию, для которой произведение расстояний 
любой касательной до двух данных точек постоянно. 

4138. Найти линию, для которой площадь прямоугольника, 
имеющего сторонами касательную и нормаль в любой точке, 
равна площади прямоугольника со сторонами, равными по дли- 
не абсциссе и ординате этой точки. 


4139. Найти линию, для которой сумма нормали и поднор- 
мали пропорциональна абециссе. 


| 





4140*. Найти линию, для которой отрезок нормали, заклю- 
ченный между координатными осями, имеет постоянную длину а. 

4141. Скорость материальной точки в произвольный момент 
времени отличается от средней скорости (от начала движения 
до этого момента) на величину, пропорциональную кинетической 
энергии точки и обратно пропорциональную времени, считая от 
начала движения. Найти зависимость пути от времени. 


Ортогональные и изогональные траектории 
и эвольвенты 


В задачах 4142-4147 найти траектории, ортогональные 
данным; 

4142. Эллипсам, имеющим общую большую ось, равную 2a, 

4143. Параболам у? =4(х-а). 

4144. Окружностям ж + у = 2ах. 

4145. Циссоидам (2a - ху? =x, 

4146. Равным параболам, касающимся данной прямой, при- 
чем для каждой параболы точкой касания служит ее вершина. 

4147. Кругам одного радиуса, центры которых лежат на 


данной прямой линии. 
4148. Найти семейство траекторий, пересекающих под уг- 


лом © = 60° линии x? = 2aly = xv). 
4149. Найти изогональные траектории семейства парабол 
у =4ах; угол пересечения o = 45°. 


4150*. Найти линии распространения звука по плоскости от 
неподвижного источника звука, лежащего в той же плоскости, 
если вдоль какого-либо направления дует ветер с постоянной 
скоростью а. 


В задачах 4151-4154 найти эвольвенты линий: 
4151. Окружности x? +y? = Е. 
4152. Цепной линии у = асьх. 


4153. Эвольвенты окружности 
x=a(cost+tsint), y=a(sint -tcost). 


4154. Полукубической параболы y = 3t?, x = 2°. 
































310 ГЛ. XIV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ $ 3. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО И ВЫСШИХ ЯОРЯДКОВ 





311 














$ 3. Уравнения второго и высших поря 
дков 2 i eee or 
4187. ув [у] = 0. 4188. wy” - ууу). 
Частные случаи уравнений второго порядка р р 
В задачах 4189-4199 найти частные решения уравнений при 
указанных начальных условиях: 
4155. у’=хчзшх. 4156. у” = асшх. 4157. у” = шх. 4189. у" +1) = 2xy’; Ч. = 1, y= 3. 


4158. xy” = y'. 


В задачах 4155-4182 найти общие решения уравнений: 






4159. y= y+ x. 4160. у" Их. 


4190. хучу: И, 2, yo 
4161. 2) +10. 






















4191. у + 


ху: 


(= 0, 91, ..=4. 





и" a ee 
4162, xy” = y'in#, 4163. (y”)” = y’. 4192. 29" = 342; yl = 3s и]. ,=-1. 
4164, 2xy’y” = (у +1. Е. И oe у 
уу ; (vy + 4165. y” -2etgx-y’ = sin? x. 4193. yy =(y’) - (и); =, 9] = -1. 
„ ” Az a” 
4166, 1+(y’) = 2yy”. 4167. (y’) + 2yy” = 0. 4194. y°y”=~-1; yl .=1. y,4=9- 
4168. а?у’-у=0. 4169. у" = ” у р 
и ars 4198. ии ИВ, 9145. 
я 2 Pfs We о = 
4170. "+2 (0. ам. yy” (=. 4196. у’ =e; У = 0, yal 
NB u(y 1) At Sox 
4172. yy” = (и. 4173, 2yy"-3 (yf = 4y?. 4197. 2(y)? = y'y-1s 2, У = -1. 
* As oe 
4174. у-шу’ + (+ Iny)y’) = 0. 4198. xy” = (узи) р aah Yad 
4175. у’ =2уу’. 4176. сову- и + siny (4-4 4199. у’ = xy" ty +1; Y,.07 1s У1,.0=0. 
ax? ax aes 4200*. Какая линия обладает тем свойством, что радиус 
4177. yy’~(y'P =y?y. 4178. yy” - yy’ Iny = (и. кривизны в любой ее точке пропорционален длине нормали? 
я у у Принять коэффициент пропорциональности А = -1, +1, —2, +2. 
4179. у’= vf у -2 = - 4) 4201. Найти линию, для которой проекция радиуса кривиз- 


ны на ось Оу есть величина постоянная, равная а. 

4180. (x +a)y"+x(y’)? = у. 4181*, yy’y” = vy + (и. 4202. Найти линию, проходящую через начало координат, 

4182. ху" 1 uv’? -y'=0 У которой отношение площади треугольника MTP (рис. 57) 
4 7 образованного касательной в какой- у 

нибудь точке М линии, ординатой 

этой точки МР и осью абсцисс, к 





В задачах 4183-4188 решить ‘уравнения при помощи подхо- 
дящей подстановки уу’=р, (y’) =p, ху =р, & 





pup urns площади криволинейного треуголь- 
: ника ОМР равно постоянному числу 
4183. xyy" +x(y'P = Зуи. 4184. xy” = yer -1). в (e>4), 
4185. "+" Е. 4186. prety 0: 4203. Найти линию, длина дуги 
р 


которой, отсчитываемая от некото- 
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рой точки, пропорциональна угловому коэффициенту касатель. 
ной в конечной точке дуги. 


4204. Точка массы т вертикально брошена вверх с началь. 
ной скоростью Ug. Сила сопротивления воздуха равна №о?. По. 
этому, если принять вертикаль за ось Оу, то при движении 





а? 2, 
вверх имеем nor =-та - kv", а при падении mie 


ай "тв + 


4 . 
+ kv’, где г =. Найти скорость, которую будет иметь тело 


в тот момент, когда оно падает на землю. 

4205. Тонкая гибкая и нерастяжимая нить подвешена за оба, 
конца. Какую форму в равновесии примет нить под действием 
нагрузки, равномерно распределяющейся по проекции нити на 
горизонтальную плоскость? (Весом‘нити пренебрегаем.} 

4206. Найти закон прямолинейного движения материальной 
точки массы т, если известно, что работа силы, действующей в 
направлении движения и зависящей от пути, пропорциональна 
времени, протекшему с момента начала движения. Коэффици- 
ент пропорциональности равен А. 

4207*. Луч света из воздуха (показатель преломления то) 
падает под углом Og с вертикалью в жидкость с переменным 
показателем преломления. Последний линейно зависит от глу- 
бины и постоянен в плоскости, параллельной горизонту; на 
поверхности жидкости он равен та, а на глубине А он равен тз. 
Найти форму светового луча в жидкости. (Показатель прелом- 


ления среды обратно пропорционален скорости распространения 
света, 


Частные случаи уравнений 
более высоких порядков 


В задачах 4208-4217 найти общие решения уравнений: 
4208. я 4209. у” = соз2х. 


у” 

4210. y* =e, 4211, ху" =(y')?, 

4212. хуй = yl, 4213. "(и 

4214. yy" =3(y"f. ° 4215. yy” — y'y" = 0. 
„\2 

4216. "+376. 4217. ии (). 


Re 


и 
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Приближенные решения 


4218. При исследовании колебания материальной системы 
с одной степенью свободы встречается дифференциальное урав- 
нение вида у’=/(х)+ р(у)+ f(y’). Решить это уравнение гра- 


фически, если 


1) A@)=9, &()= -\, faly’) = 0,5y' и I eo Y шо = 0: 
2) Alx)=-x, hy)=0, hY’)=-01y-01y* и yf 0=1 0 =1. 


a a = 1 = 
4219. y” = yy’ - x"; УМ, У л0=1. 
1) Решить данное уравнение графически. 
2) Найти несколько первых членов разложения решения 


в степенной ряд. 
4220. Найти шесть первых членов разложения в ряд реше- 


И 1 : 
ния дифференциального уравнения у и ‘удовлетворяю. 


щего начальным условиям Went =1, an =0. 

4221. Найти в форме стененнбго ряда частное решение урав- 
нения y”=Xsiny’, удовлетворяющее начальным условиям 
У =0 y| = 2, (Ограничиться шестью первыми членами.) 

xl ыы 2 

4222, Найти в форме степеннбго ряда частное решение 
y=f(x) уравнения у” = хуу’, удовлетворяющее начальным ус- 
ловиям /(0)=1, /’(0)=1. Если ограничиться пятью первыми 


членами разложения, то будет ли этого достаточно для вычис- 
ления } (- 0,5) с точностью до 0,001? 

4223. Найти семь первых членов разложения в ряд решения 
дифференциального уравнения у/”’+у’+у=0, удовлетворяю- 


щего начальным условиям И. = 1, У] ,-,= 0. Какого порядка 
малости будет при x — 0 разность у- ( => et} 


4224. Найти 12 первых членов разложения в ряд решения 
дифференциального уравнения у’+уу’-2=0, удовлетворяю- 


Wero начальным условиям у (=O, у1 ‚=0. Вычислить ин- 


теграл а с точностью до 0,001. Вычислить 91-05 с точно- 


о 
стью до 0,00001. 
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4225*. Электрическая цепь состоит из последовательно со- 
единенных индуктивности L = 0,4 Гн и электрической ванны. 
В ванне находится литр воды, подкисленной небольшим коли- 
чеством серной кислоты. Вода разлагается током, при этом 
меняются концентрация, а следовательно и сопротивление 
раствора в ванне. Напряжение на клеммах поддерживается 
постоянным (20 В). Количество вещества, выделяющееся при 
электролизе, пропорционально току, времени и электрохими- 
ческому эквиваленту вещества (закон Фарадея). Электрохими- 
ческий эквивалент воды равен 0,000187 г/Кл. Сопротивление 
раствора в начале опыта Ау =2 Ом, начальный ток 10 А. 


Найти зависимость (в форме стелениого ряда) объема воды в 
сосуде от времени. 

4226*, Электрическая цепь состоит из последовательно со- 
единенных иядуктивности Г = 0,4 TH и электрической ванны, 


первоначальное сопротивление которой 2 Ом. В ванне в литре 
воды растворено 10 г хлористого водорода. Кислота разлагается 
током, при этом меняется концентрация раствора (cp. с преды- 
дущей задачей, где количество растворенного вещества не ме- 
нялось, а менялся объем растворителя). Напряжение на клем- 
мах цепи 20 В, электрохимический эквивалент Ё хлористого 
водорода равен 0,000381 г/Кл, начальный ток 10 А. Найти за- 
висимость (в форме степенного ряда) между количеством соля- 
ной кислоты в растворе и временем. 









$ 4. Линейные уравнения 






4227. Функции x3 и x! удовлетворяют некоторому однород- 
ному линейному дифференциальному уравнению второго поряд- 
ка. Убедиться, что они образуют фундаментальную систему, и 
составить уравнение. 

4228. То же для функций е* и х?ет. 

4229. Функции x, x3 и e* образуют фундаментальную систе- 
му решений линейного однородного уравнения третьего поряд- 
ка. Составить это уравнение. 

4230. Функции x? и x? образуют фундаментальную систему 
решений линейного однородного уравнения второго порядка. 
Найти решение этого уравнения, удовлетворяющее начальным 














условиям ed 1, у] ae 0. 
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4231. Функции с05?х и вт? х удовлетворяют некоторому 
линейному однородному уравнению второго порядка: 
а) проверить, что они составляют фундаментальную систему 
решений; 6) составить уравнение; в} показать, что другой фун- 
даментальной системой этого уравнения являются функции 1 
Hos 2х. 

4232*. Если yy есть частное решение уравнения 

y+ yP(x)+ Q(x) =0, 
то 
у = си [ P(s)ax a (С - постоянная) 
i 

тоже является решением. Показать aro тремя способами: 

1) непосредственной проверкой, 2) заменой у=у,:2, 3) из 


формулы Остроградского. 
4233. Пользуясь формулой задачи 4232, найти общее реше- 


ние уравнения (1 - ау ~2xy’+2y=0, зная его частное ре- 


шение у = x. 
4234. Решить уравнение yr ky ty = 0, зная его частное 


решение y; = sine, 
4235: Уравнение (2x - x*)y" + (# - 2) уУ+2а-жу=0 име- 


ет решение у=е”. Найти решение уравнения, удовлетворяю- 
щее начальным условиям y| =0, 1,..= 1. 

4236*. Найти необходимое и достаточное условие для того, 
чтобы уравнение у”+у’Р(х)-у9 (x) =0 имело два линейно 
независимых решения yi и Yo, удовлетворяющих условию 
уу =1. 

4237*. Найти общее решение уравнения (1 - x?)y"- 
—ху +Эу =0, если его частное решение есть многочлен третьей 





степени. 


В задачах 4238—4240 легко подобрать одно частное решение 
(не считая тривиального у = 0) для данного уравнения. Найти 


общие решения этих уравнений: 
4238. у’ -tgx-y’+2y=0. 





4239. у’-у’ + 
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1 2+1 


4240. y” 2 y+ 0. 
=? + 
4241. Найти общее решение уравнения x°y” - Зх?у” + 6ху'- 


~6y = 0, зная частные решения y, =x m yo =x". 


В задачах 4242-4244 найти общие решения неоднородных 
уравнений: 


4242. х?у" ~ xy’ +y = 4х. 

4243. у’ oy’ toy = x-. 

4244, (3x + ax?) - 61 +х)у+6у=6. 

4245. Уравневие [1+х?)у’+2ху’-2у=4х?+2 допускает 
частное решение у = х?. Найти решение этого уравнения, удов- 
летворяющее условиям У. =0, У] == о. 

4246. Найти шесть первых членов разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения у”- (1 + 2)y =0, 


удовлетворяющего начальным условиям У 0 =-2, 91. = 2. 
4247. Найти девять первых членов разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения у”= ху -у, 
удовлетворяющего начальным условиям у om 1, y| (aan 0. 
4248. Записать в виде степенного ряда частное решение 
Уравнения у” - ху’+у-1=0; и zo 0, ло =0. 
4249. Записать в виде степенного ряда общее решение урав- 
нения у” = уе”. (Ограничиться шестью первыми членами.) 
4250. Записать в виде степенного ряда общее решение урав- 


нения у”+лху’-х?у=0. (Ограничиться шестью первыми чле- 
нами.) 


Уравнения с постоянными коэффициентами 
В задачах 4251-4261 найти общие решения уравнений: 
4251. у’+у’-2у=0. 4252. у’-9у=0. 

4253. y” -4y’ = 0. 4254. y” —2y’-y =0. 
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4255. Зу"-2у’-8у=0. 4256. у’чу=0. 
4257. у’+6у'+13у=0. — 4258. 4у" -8у’+5у=0. 


4260. 442094255 =0. 


4259. y”- 2y’ ty =0. 


4261.2y” + y’ + 2sin? 15° cos” 15°y = 0. 

В задачах 4262-4264 найти решения уравнений, удовлетво- 
ряющие указанным начальным условиям: 

4262. у"-4у'+3у=0; У 5=6, y'|,.=10. 

4263. y”+4y'+29y=0; И .=0, 9 p= 15. 

4264. 4y”+4y’+y=0; И 0=2, 9] 0=0. 

4265. Дано частное решение некоторого линейного однород- 
ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициента- 
MH и = ef Дискриминант соответствующего характеристиче- 
ского уравнения равен нулю. Найти частное решение этого 
дифференциального уравнения, обращающееся вместе со своей 
производной в 1 при х=0. 

4266. Найти интегральную кривую уравнения у”+9у=0, 
проходящую через точку М (п, ~ 1) и касающуюся в этой точке 
прямой у+1=х-л. 

4267. Найти интегральную кривую уравнения y” + ky = 0, 
проходящую через точку М (xo, %) и касающуюся в этой точке 
прямой у-у=а(х ~ x9). 

В задачах 4268-4282 составить общие решения неоднород- 
ных уравнений, находя их частные решения либо подбором, 
либо методом вариации произвольных постоянных: 


4268. 2y”+y’-y=2e*. — 4269. y" + a’y =e". 

4270. y” -Ty’+6y=sinx, 4271. y” + 2y’+5y = - М сов 2х. 
4272. y” -бу’+9у = 2x? -х+3. 

4273. y"-2y'+2y=2x. — 4214. у’+4у-5у=1. 

4275. y" - By’ + 2y = f(x), если # (x) равна: 

1) 10e*; 2) 8e*; 8) 25шх; 4) 25-80; 5) 2е* cos $; 
6) х-е +1; 7) e*(8-4x); 8) 8x+5sin 2x; 9) 2e*-e°%*; 
10) sinxsin2x; 11) shx. 
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4276. 2y" + 5y =f (x), если f (x) равна: 
1) 52? -2х-1; 2) e%; 3) 29cosx; 
5) Ole?" — 25sin2,5x; 6) 29xsin x; 
8) Bch3x. 
A277, y” —4y’ + 4y = F(x), если /(х) равна: 


4} 2(sin2x + x); 5) sin x cos 2x5 





4) cos” x; 


7) 100xe™* cos x3 


11; 2) e*; 3) зе; 
6) sin? x; 7) (йе +sin2x]; 8) 3622; 9) shat sin; 
10) e* ~sh(x ~1). 

4278, y" ty = f(x), если f(x) равна: 


1) 2% -х+2; 4) зшх-2е*; | 


2) -8соз3х; 
5) cosxcos2x; 6) 24sin'x; 7) chx- 


4279, 5y” - Gy’ + 5y = f(x), если f(x) равна: 


8) cosx; 


3х 35 
1) 5e*; 2) sindx; 3) 224258 -х+2; 4) е° cosxs 


ar 
S)e? sindx; 6) 18e* chx. 





4281. у’ += Sy 


eel 


4280. y+ y+ ete? x =0. 
4282. у’-у’= f(x), если f(x) равна: 


Пу 2) e*¥1-e% ; 3) е** созе". 


l+e*” 





В задачах 4283-4287 найти частные решения уравнений, 


удовлетворяющие указанным начальным условиям: 


4283. ду" + 16у' +15y = 4e 2 У 0=3, ¥' Leno = -8,5- 
х=0 


=1, 91.0 7 3 ?- 





4284, y” ~2y’ +10y = 1052 + 18x +65 Yl 
4285. y”—y' = 2(1- x); Ишо-ь о" 
4286, y”—2y' = e'(x? 42-3): от, У1,.= 2. 








4287. y” +y+sin2x =0; y| ce =y'l ear 
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4288*. Показать, что частвое решение У уравнения 


а" + ay" + ау = Ae?* (ag, а1, 22 - постоянные коэффициенты, 
риА- действительные или комплексные числа) имеет вид 


т=_А че 
= e?*, если р. не является корнем характе истического 
=) P р: р 





уравнения OY = ад? + art Gy =0; у = А еР", если р — про- 
LY + de ® 





= 2 
стой корень характеристического уравнения; ye tee если 
р- двойной корень характеристического ‘уравнения. 
В задачах 4289-4292 найти общие решения уравнений эй- 
лера: 
4289. х?у” - Эху’ + 2ly = 0. 
У, =2. 4292. x2y” оду + 2y + x—2x° =0. 


ete os 


4290. x7y” + xy’ ty =X. 
4291. у"- 


4293. Если ось вала турбины расположена горизонтально и 
если центр масс диска, насаженного на вал, не лежит на оси, TO 
прогиб у оси вала (рис. 58) при его вращении ‘удовлетворяет 
уравнению Е + (= - «у = geoswt+wre, гдо т - Macca дис- 
ка, а - постоянное число, не зависящее от рода закрепления 
концов А и В; ® - угловая скорость вращения, ¢ ~ эксцентри- 
ситет центра масс диска. Найти общий интеграл этого урав- 
нения. 

4294. Материальная точка массы 1 г отталкивается вдоль 
прямой от некоторого центра © силой, пропорциональной ее 
расстоянию от этого центра {коэффициент иропорциональности 
равен 4). Сопротивление среды пропорционально скорости дви- 
жения (коэффициент пропорциональности равен 3). В начале 
движения расстояние от центра равно 1 см, a скорость — нулю. 
Найти закон движения. 

4295. Частица массы 1 г движется по прямой к точке А под 
действием некоторой силы притяжения, пропорциональной 
расстоянию ее от точки А. На 
расстоянии 1 см действует сила 
10-8 Н. Сопротивление среды 


В 





пропорционально скорости дви- al 
an Центр масс диека*---^ 

жения и равно 4.10” H при 0 

скорости 1 см/с. В момент Рис, 58 
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#=0 частица расположена на расстоянии 10 см от точки Аи | 


скорость ее равна нулю. Найти зависимость расстояния от вре- 


мени и вычислить это расстояние для Ё=3с (с точностью до 
0,01 см). 


4296. Материальная точка массы т движется по прямой 
из Ав В под действием постоянной силы F. Сопротивление сре- 


ды пропорционально расстоянию тела от В и в начальный Mo- } 
мент (в точке А) равно f (f < F). Начальная скорость точки 


равна нулю Сколько времени точка будет двигаться из Ав В 
(AB =a)? 


4297. Тело массы 200 г подвешено на пружине и выведено 
из состояния покоя вытягиванием пружины на 2 см, после чего 
отпущено (без начальной скорости). Найти уравнение движения 
тела, считая, что сопротивление среды: пропорционально скоро- 
сти движения. Если тело движется со скоростью 1см/е, то среда 
оказывает сопротивление 10-3 Н; сила напряжения пружины 
при растяжении ее на 2 см равна 100 H. Весом пружины пре- 
небрегаем. 

4298. Деревянный цилиндрический чурбанчик (5$ =100 см2, 
Й = 20 см, у = 0,5 г/см) полностью погружен в воду и отпущен 
без начальной скорости. Считая, что сила трения пропорцио- 
нальна высоте погруженной части, выяснить, каков должен 
быть коэффициент пропорциональности А, чтобы в результате 
первого подъема над поверхностью воды показалась ровно поло- 
вина чурбанчика, 

Сколько времени (,) будет продолжаться первый подъем? 

Каково будет уравнение движения при первом подъеме? 

4299*. Узкая длинная трубка вращается с постоянной угло- 
вой скоростью 0 вокруг перпендикулярной к ней вертикальной 
оси. В начальный момент на расстоянии 49 от оси внутри труб- 
ки находился шарик массы т. Считая, что в начальный момент 
скорость шарика относительно трубки была равна нулю, найти 
закон движения шарика относительно трубки. 

4300. Решить предыдущую задачу в предположении, что 
шарик прикреплен к точке О пружиной. Сила действия пружи- 
ны на шарик пропорциональна деформации пружины, сила 
#.10`$ Н вызывает изменение длины пружины на 1 см. Длина 
пружины в свободном состоянии равна ao. 








Уравнения высших порядков 
В задачах 4801-4311 найти общие решения ‘уравнений: 
4301. у” +9у’=0. 4302. у" -13у” +36у = 0. 
4303. у" = 8y” —16у. 4304. у" = 16y. 
4305. у” -13у’-12у=0. 4306. у” - 3y” + 3y’-y = 0. 
4307. yl +2y”+y"=0. 4308, у®) = у". 
4309, у +y =0. 
4310. 64y"™! + 48y"1 +12” ty” = 0. 
4311. y+ ayo) + а уе), toy +y=0. 








4312. у” 7; ло= 2, У о= 0, 97 .0= 1. 


у: Y\ .0= 0, У 0 =1, ¥"|eeo = "Veep = 1 





В задачах 4314-4320 составить общие решения неоднород- 
ных уравнений, находя их частные решения либо подбором, 
либо методом вариации произвольных постоянных: 


4314. у” -4y” +5’ - 2y = 2x48. 
4315. y"—3y'+2y не * (tx? +4x-10). 
4316. у" +8у” + 16у = cosx. 

4317. у\ + 2а2у" + а*у = cosax. 
4318. учу" =x? -1. 

4319. у" ~y = xe* + с05х. 


4320. у -2у’+у= Ble* + =*)+ 4(sinx + cos x). 


4321. y+ 2y”+y'+2e% =0; yf, =2, Yet lh 





816 
4322. ут и =3(2-2"): И. 





=] -о =o" 





4323. Решить уравнение Эйлера xy” +ху-у=0. 


11-2102 
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$ 5. Системы дифференциальных уравнений 


dz = 
4324.1. ааа. )a 72719, 


dy _ 
+ = Зх +4у. 


dx _ _ 
ш=х-ута, 


4324.3. 1% 4324.4. 


4324.5. 4324.6. 





{корни характеристического урав- 
нения 41 =1, №=2, 7 =5). 


dt 


4324.7. | = x4 8y—2, 4325. 


3 


= у, 
же +е'. 


dx 
dt 
oy, 
at 





42 — 2 
4 = 2у+32-х 


(корни характеристического 
уравнения 7, =2, 3 =3+1). 


4х — 


anne ЧЕ =2у-бхче', 


у 
2х2 
рос 


dy hy 
ae 1 8x =sint, 
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4334. : we = 


х-2 


В задачах 4336-4339 найти частные решения систем диффе- 
ренциальных уравнений, удовлетворяющие указанным началь- 
ным условиям: 


dy _ yP-ye 
=f, 
4336. 4  )-¥2 


dz _ 2{xty 


dr луг 


4 1-22 
dt 7 7? 
& 


dt 


4х = i 
че =ачу-х, 


чи ae 
ше =2+х-у, 
4 = хчуча, 


= 
2, о 


4х = 

ати, a9= 
4339. Beaztx, | 1; 
42 = 


4 =хчу, 2.50. 





4340. Найти пару линий, обладающих следующими свойст- 
вами: а) касательные, проведенные в точках с одинаковыми 
абсциссами, пересекаются на оси ординат; 6) нормали, прове- 
денные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются на 
оси абсцисс; в) одна из линий проходит через точку [8 1), дру- 
Tas — через точку (1, 2). 

4341. Даны две линии: у= f(x), проходящая через точку 


x 
(0, 1), иу= Jr@ae, проходящая через точку @ 1). Касатель- 


ные, проведенные к обеим линиям в точках с одинаковыми 
абсциссами, пересекаются на оси абсцисс. Найти линию 
y= f(x). 

4342. Найти линию в пространстве, проходящую через точ- 
ку (0, L 1} и обладающую следующими свойствами: a) след ка- 


the 
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сательной на плоскости Oxy при перемещении точки касания 
вдоль линии описывает биссектрису ‘угла между положитель- 
ными направлениями осей Ох и Оу; 6) расстояние этого следа от 
начала координат равно координате 2 точки касания. 

4343. Два шарика, масса каждого из которых т, соединены 
очень легкой пружиной (удлинение ее пропорционально растя- 
гивающей силе). Длина нерастянутой пружины &. Пружина 
растянута до длины &, а затем в момент t =0 оба шарика, рас- 
положенные вертикально один над другим, начинают падать 
(сопротивлением среды пренебрегаем). Через время Т длина 
нити сокращается до Io. Найти закон движения каждого из ша- 
риков. 

4344. Горизонтальная трубка вращается вокруг вертикаль- 
ной оси с угловой скоростью 2 радиана в секунду. В трубке на- 
ходятся два шарика с массами 300 и 200 г, соединенные неве- 
сомой упругой нерастянутой пружиной длиной 10 см, причем 
более тяжелый шарик дальше oT оси вращения. Сила 0,24 Н 
растягивает пружину на 1 см, а центр масс системы шариков 
удален от оси вращения на 10 см. Шарики удерживаются в ука- 
занном положении некоторым механизмом. В момент, который 
считаем началом отсчета времени, действие механизма прекра- 
щается, и шарики приходят в движение. Найти закон движе- 
ния каждого щарика относительно трубки. (Трением пренебре- 
гаем.) 

4345. Скорость роста культуры микроорганизмов пропор- 
циональна их количеству и количеству питательных веществ 
(коэффициент пропорциональности равен #). Скорость убывания 
питательных веществ пропорциональна наличному количеству 
микроорганизмов (коэффициент пропорциональности равен #1). 
В начале опыта в сосуде имелось Аз микроорганизмов и Ву пи- 
тательных веществ. Найти зависимость количества А микроор- 
гаиизмов и количества В питательных веществ от времени 
(k > 0, k, >0). 

4346*, Допустим, что бактерии размножаются со скоростью, 
пропорциональной их наличному количеству (коэффициент 
пропорциональности равен а), но в то же время вырабатывают 
яд, истребляющий их со скоростью, пропорциональной количе- 
ству яда и количеству бактерий (коэффициент пропорциональ- 
ности равен 5). Далее, допустим, что скорость выработки яда 
пропорциональна наличному количеству бактерий (коэффини- 





eHT пропорциональности равен с). Число бактерий сначала воз. 
растает до некоторого ваибольшего значения, а затем убывает, 
стремясь к нулю. Показать, что для любого момента t число М 


бактерий дается формулой 
= 4M 


= (eM erm) ; 
тде М - наибольшее число бактерий и время ft измеряется от 
того момента, когда N = М, k - некоторая постоянная. 

4347. Два цилиндра, основания которых лежат в одной 
плоскости, соединенные внизу капиллярной трубкой, наполне- 
ны жидкостью до разной высоты (Hy и Н2). Через трубку в еди- 
ницу времени протекает объем жидкости, пропорциональный 
разности высот, т. е. равный o (Ay -№), где & — коэффициент 
пропорциональности. Найти закон изменения высоты жидкости 
в сосудах над капиллярной трубкой. Поперечное сечение сосу- 
дов 51 и 52. 


$ 6. Вычислительные задачи 


4348. 1 кг воды, теплоемкость которой считается постоян- 
ной, а начальная температура равна 9%, нагревается погружен- 
ным в воду электрическим прибором, сопротивление которого 
R зависит от температуры @ линейно: R= Юо(1+ 0,0046), тде 
Ro - сопротивление при 0°С (закон, справедливый для боль- 
шинства чистых металлов). Термоизоляция сосуда настолько 
хороша, что теплоотдачей пренебрегаем. 

Найти зависимость между температурой © и временем t при 
О<Е<Т, если: 

1) Напряжение Е вводится равномерно от Е =0 до Е =Е, 


в течение Т с. Вычислить с точностью до 1°C, на сколько гра- 
дусов повысится температура воды к концу 10-й минуты, если 
9% = 0°С, Е =110 В, Ry =10 Omu T=10 мин. 

2) Напряжение изменяется по закону E = В, эт 100лё. Вы- 
числить с точностью до 1°C, на сколько градуеов повысится 
температура воды к концу 10-й минуты, если 6% = 0°С, 
Е =110Ви Ry = 10 0м. 
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4349. Литр воды нагревается спиралью, сопротивление ко- 
торой 24 Ом. При этом вода отдает тепло окружающей среде, 
имеющей температуру 20°С (скорость охлаждения пропорцио- 
нальна разности между температурами тела и среды). Известно 
также, что если ток выключить, то температура воды понизится 
с 40°C до 30° С за 10 мин. Начальная температура воды 20°С. 
До какой температуры нагреется вода за 10 мин, если: 

1) Напряжение вводится равномерно от Е =0 до Е, =120В 
в течение 10 мин? Погрешность 0,1°С. 

2) Ток переменный, и напряжение изменяется по формуле 
Е = 110 т100л#? Погрешность 0,1°С. 


4350. Дано уравнение у’ = oo х?. Составить таблицу значе- 


ний рещения, удовлетворяющего начальному условию a 1; 
давая x значения от 1 до 1,5 через 0,05. Вычисления вести до 
третьего десятичного знака. 

4351. Вычислить при х =1 значение частного решения диф- 
ференциального уравнения у’=у+х, удовлетворяющего на- 
чальному условию Yeo 1. Вычислить затем первые пять при- 


ближений у1, Yo, Уз» Ид, Ys (до четвертого десятичного знака) по 
методу последовательных приближений. Сравнить результаты. 


2 
4352. Известно, что интеграл fen dx не берется в конеч- 


ном виде в элементарных функциях: Пользуясь тем, что функ- 


x 
цияу = oF fetar является решением уравнения y’ = 2xy+1, 
о 
0,5 
вычислить fewax. Воспользоваться методом последователь- 
0 
ных приближений, ограничиваясь пятым приближением. Срав- 


нить результат с приближенным значением, вычисленным по 
правилу Симпсона. 


4353. Функция y = f (x) является решением дифференци- 
ального уравнения у’ = у?-х при начальном условии 9... = 1. 


Найти про методу последовательных приближений четвертое 
приближение (y4), ограничиваясь таким количеством слагае- 


мых, которое необходимо, чтобы вычислить у. (0,3) < тремя 


десятичными знаками. Найти затем несколько первых членов 
разложения f (=) в степенной ряд; вычислить 1 (0,3) также с 


тремя знаками после запятой и, и считая f (0,3) более точным 
результатом, оценить погрешность значения У. (0,3). 
4354. Функция y=f (=) является решением дифференци- 


ального уравнения ye Ed при начальных условиях 


у 

У 0=1, У1,..=0- Найти 7( 

4355*. Функция у = f(x) 

ального уравнения у”=у’-у+х при начальных условиях 
У.=1 91,..=0. Найти /(121) с точностью до 0,000001. 


1,6) с точностью до 0,001. 


является решением дифференци- 


xe) 


4356*. Функция y =f (x) является решением дифференци- 
ального уравнения у” = ху’-у+е” при начальных условиях 
„= 1, Veo = 0. Найти #(4) с точностью до 0,0001. 

4357. Линия задана уравнением у = f(x). Найти разложе- 
ние функции f (x) в ряд, зная, что она удовлетворяет диффе- 
ренциальному уравнению у”’=ху и начальным условиям 
У. о= 0, У], ..=1. Вычислить с точностью до 0,0001 кривизну 


линии в точке с абсциссой 1. 








Глава XV 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ 


$ 1. Тригонометрические многочлены 


4358. Пользуясь формулами Эйлера cos x = и 


нее 
ing = fone : 
sinx =*-3f—, доказать, что функции sin" x и cos"x могут 


быть представлены в виде тригонометрических многочленов 
п-го порядка. 
4359. Доказать соотношения 


1 


14 on on 

в 3 . 
Join хсозтх dx = Join" xsin mx dx = J eos” хсозтх dx = 
о 


0 
Qn 


= пы 
= [сов xsinmxdx =0, если m>n (тип - целые числа). 
° 

4360. Показать, что всякий тригонометрический многочлен 
п-го порядка, составленный из одних косинусов, можно пред- 
ставить в виде P(cos 9), где P(x) — многочлен п-й степени OT- 
носительно х. 

4361. С помощью формулы Эйлера (см. задачу 4358) дока- 
зать соотношение 





cos P + с082ф+...+с08 пФ = : 


4362. Доказать соотношения: 








1 = sin2n@ , 
) cos + cos 30 +... +08 (2n - 1) = Fares 
sin’? sin 0" 


2) sing +sin2p+...+sinng@ = 
sing 


| 
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4363. Найти корни тригонометрических многочленов sing + 
+sin29+...+sinng и cospP+cos 2ф+...+еозпф на отрезке (0, 27}. 
4364. Показать, что тригонометрический многочлен 
sin sinny 


р 2% 
sing + tt 


на отрезке fo, n] имеет максимумы в точках a a 


..„ (24-1)-25 и минимумы в точках an, 2.28, ..„ (9-12, 


где а= ee если п четное, и Y= в, если п нечетное. 

4365*. Доказать, что тригонометрический многочлен без 
свободного члена Ф„(ф)= а с08Ф +b, sing +... +4, cosme + b, Sinn, 
не равный тождественио нулю, He может сохранять для всех Ф 


постоянного знака. 


$2. Ряды Фурье 


4366. Убедиться, что функция уд sind при «#0 и 


у=0 при x= 0 на отрезке Е п, п] непрерывна вместе со своей 


первой производной, но не удовлетворяет условиям теоремы 
Дирихле. Можно ли ее разложить в ряд Фурье на отрезке 


[1,1]? 

Решить задачи 4367-4371 в предположении, что F(x) — не- 
прерыввая функция. 

4367. Функция f(x) удовлетворяет условию f (+п)=-! (x). 
Доказать, что все ее четные коэффициенты Фурье равны нулю 
(ay = ар = by = а: = =...= 0). 

4368. Функция f(x) удовлетворяет условию f(x+n)=f (x). 
Доказать, что все ее нечетные коэффициенты Фурье равны 
нулю. 

4369. Функция f (x) удовлетворяет условиям 7 (-x) = f(x) и 
f(x+ п)= -f (x). 


Доказать, что b, = by = bg = =0и Gy = G2 = @4 =...=0. 
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Рис. 59 


4370. Функция f (x) удовлетворяет условиям #(-х) -f (x) 
и f(x +n) =-f (x). Доказать, что dy = a, = ay и 
by = by = 0g =...=0. 

4371. Функция f (x) ‘удовлетворяет условиям: 

1) 1(-) = F(x) и P(e +m) =1 ($); 

2) t(-x) =-f(x) и f(x+ п) = f (x). Какие из ее коэффициен- 
тов Фурье обращаются в нуль? 

4372. Разложить в ряд Фурье функцию, равную -1 в интер- 
вале (-п, 0) и 1 в интервале (0, 2). 





4373. Разложить в ряд по синусам функцию у = ae 


тервале (0, п). 
4374, Используя результаты задач 4372 и 4373, получить 
разложения для функций у=х My = лк. Указать интервалы, 
в которых полученные фор- 
мулы будут справедливы. 

4375. Разложить функцию 
у= 1 - в интервале (0, п) в 
ряд по косинусам. 

4376. Разложить функцию 
у= x” в ряд Фурье: 1) в ин- 
тервале Cx, п), 2) в интер- 
вале (0, 2n) (рис. 59 и 60). 


При помощи полученных 
разложений вычислить суммы 
рядов 
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В задачах 4371—4390 разложить в ряд Фурье данные функ- 
ции в указанных интервалах: 


4377, Функцию у = x” в интервале (0, п) в ряд синусов. 

4378. Функцию у= в интервале {- л, п). 

4379. Функцию f(x), равную 1 при —п<х<0 и равную 8 
при О<х<п. 

4380. Функцию f(x), равную 1 в интервале (0, h) и равную 
0 в интервале (2, п), вряд косинусов © <h< л). 

4381. Непрерывную функцию t(x), равную 1 при х=0, 
равную 0 в интервале (2h, 1) и линейную в интервале (0, 2h), 
в ряд косинусов (0 <h< 2). 

4382. Функцию у=|х| в интервале (-1, 1). 


4383. Функцию у=е* -1 в интервале (0, 2n). 








4384. Функцию у в интервале (-1, 3. 

4385. Функцию у = созах в интервале (- я, л) (а - не целое 
число). 

4386. Функцию у = sinax в интервале (- т, 1) (а - не целое 


число}. 
4387. Функцию y=sinax (а - целое число) в интервале 


(0, л) в ряд косинусов. 

4388. Функцию у = созах (а - целое число} в интервале 
(0 $ п) в ряд синусов. 

4389. Функцию у = shax в интервале (- п, п). 

4390. Функцию у = с№х в интервале (0, м) в ряд косинусов 


и ряд синусов. 
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4394. Разложить функцию у= x{n- x) в ряд синусов в ин- 


тервале (0, л). Использовать полученный результат для нахож- 
дения суммы ряда 





4395. Дана функция Ф(х) = (= - #y i 
а) Убедиться, что имеют место равенства. 
o(-n) = (п), $ (п) = on) и в" я) = 0"(n) 
[x0 o"(-n) 45) 





Рис. 64 


4391. Разложить в ряд Фурье функцию, график которой 
изображен на рис. 61. 


6) Используя полученные равенства, разложить функцию 
Ф(х) в ряд Фурье в интервале {- л, л). 
в) Вычислить сумму ряда 


=" 
не. 
$ 3. Метод Крылова. Гармонический анализ 
В задачах 4396-4399 улучшить сходимость тригонометриче- 
ских рядов, доведя коэффициенты до указанного в скобках по- 
рядка #: 
У gy a 
4396*. У, Фатих (b= 4). 
n=l 
4397+, У. ("1 ших (k= 2). 


n=l 


4398*. Ул вових (= 4). 


4392*. Разложить в ряд Фурье функцию, график которой oe 
изображен на рис. 62. Зы 

4393*. Разложить в ряды Фурье функции, графики которых 4399*. у ай ( = 5). 
приведены на рис. 63 и 64. ant 
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4400. Функции #(х) (= 1, 2,3) заданы в полуинтервале 
fo, 2n) следующей таблицей: 





Глава XVi 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ“) 





Векторное поле, дивергенция и ротор 





4401. Найти векторные линии однородного поля А (P)= ait 
+bj + ck, где а, $ и с ~ постоянные. 











4402. Найти векторные линии плоского поля A(P)=-—wyi + 
+юх}, где ® - постоянная. 

4403. Найти векторные линии поля А(Р)= —wyi + wxj+ hk, 
где © и # ~ постоянные. 

4404. Найти векторные линии поля: 

1) А(Р)= (у+2}#-х}- xk; 

2) A(P)=(z-y)it(x-z)j+(y-x)k; 

3) A(P)= x(y? - п} - (2? + =?) + a(x? +y?}k 

В задачах 4405-4408 вычислить дивергенцию (расходи- 
мость) и wis (вихрь) заданных векторных полей: 





























Найти приближенное выражение этих функций в виде три- 


гонометрического многочлена второго порядка. 4405. A(P)= xi + yj + zk. 


A(P)= (y? +2? ji + (2 +x" i + (x? + 92}. 
4407. ede )= 

4408. А(Р)= гад (&? + у? +2). 

4409. Векторное поле образовано силой, имеющей постоян- 
ную величину F и направление положительной оси абсцисс. 
Вычислить дивергенцию и ротор этого поля. 

4410. Плоское векторное поле образовано силой, обратно 
пропорциональной квадрату расстояния от точки ее приложе- 
ния до начала координат и направленной к началу координат, 


Например, плоское электрическое поле, образованное точечным 
зарядом.} Найти дивергенцию и ротор этого поля. 


x yi + ху? 2} + ху? ®. 











° Задачи на свойства скалярного поля и его градиента помещены в § 4 
главы ХТ. 








y 
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4411. Найти дивергенцию и ротор пространственного поля, 
если силы поля подчинены тем же условиям, что и в задаче 4410. 

4412. Векторное поле образовано силой, обратно пропорцио- 
нальной расстоянию от точки ее приложения до оси Oz, пер- 
пендикулярной к этой оси и направленной к ней. Вычислить 
дивергенцию и ротор этого поля. 


4413. Векторное поле образовано силой, обратно пропорцио- 
нальной расстоянию от точки ее приложения до плоскости хОу 
и направленной к началу координат. Вычислить дивергенцию 


этого поля. 

В задаче 4414 и дальше г — радиус-вектор, r = |r] — его модуль. 
4414. Вычислить div (ar), где а ~ постоянный скаляр. 
4415. Доказать соотношение Фу (pA) = фа А+ Agradg, 

Tye ф= Ф(х, у, г) ~ скалярная функция. 

4416. Вычислить divb(ra) и divr(ra), rae a u 6 - постоян- 
ные векторы. 
4417. Вычислить div (a x r), где а — постоянный вектор. 


4418. Не переходя к координатам, вычислить дивергенцию 
векторного поля: 


1) A(P) = r(ar)~2ar?, 2) A(P) = 7-1 3) grag 1. 
[ron [7-ю] 
4419. Вычислить дивергенцию векторного поля 
A(e)=1(r) 

Доказать, что дивергенция поля равна нулю только тогда, 
когда r( "| = 5, если поле пространственное, и #( r|) = т, 
если поле плоское, где С — произвольное постоянное число. 

4420. Доказать, что 

rot[A,(P)+ 4,(P)] = rot A,(P) + rot A,(P). 

4421. Вычислить rot[9A(P)], где 9 = 0(x,y,z) - скаляр- 
ная функция. 

4422. Вычислить rotra, где а - постоянный вектор. 

4423. Вычислить rot (a x r), Tae @ ~ постоянный вектор. 

4424. Твердое тело вращается с постоянной угловой скоро- 


стью © вокруг оси. Найти дивергенцию и ротор поля линейных 
скоростей. 





4425. Доказать соотношение | 
в (grad (An) - rot {A x п) = ам A, 


если п - единичный постоянный вектор. 


(grad, div, rot) удобно 


ого анализа ( 
Дифференциальные операции векторы diy 10) eee 


a6 
представлять с помощью символического вектора $ (+H 


Ce oer 
мильтона); У = rad taf +3: k. аль 
алярной ил 
НЫ ай векторной 
а затем 


а 
Применение этого оператор: is 
величине нужно понимать TAX: следует проделать а pects 
алгебры операцию умножения этого вектора HA anny) 

нахождение 

ножение символа = ит п. Ma величиву 5 рассматривать как 
ум fF oe 
gradu = Vu; div A = VA; 


соответствующей производной. Тогда 


rot А =УХА, 
При помощи оператора Гамильтона можно записывать и 


перацин второго порядка: _ ak 
a ou = div gradu; Vx Vu = rot gradu; У(УА) = graddiv А; 


¥ (vx A) = divrot A; Ух (Vx A)=rotrot А. 


дифференциаль- 


= а с-вектор- 
4426. Доказать, что г-Уг” = nr", где г ~ радиу' 


4427. Доказать соотношения: 
1) rotgradu = 0; 2) div rot A = 0. 
ae, uy Pe, 


4428. Доказать, что div gradu = ant? ay? * ae? 


бычно обо- 
(Это выражение называется оператором Лапласа и те о 
значается Au. При помощи оператора Гамильтона. 


2, 
записать в виде Au = (УУ)и = Vu.) р 
4429. Доказать, что rotrot А (P) = graddivA (P)- AA (2), 


где AA(P)= AA,i + АА] + ДА,К. 


Потенциал 


м А. 
4430. Векторное поле образовано постоянным векторо! 


йти его. 
Убедиться, что это поле имеет потенциал, и найти Seatbelts 
4431. Векторное поле образовано силой, пропорц; 


инат и на- 
расстоянию от точки приложения до начала ee ов sensor: 
правленной к началу координат. Показать, что это Ti 


вативное, и найти потенциал. 
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4432. Силы поля обратно пропорцио- 
нальны расстоянию точек их приложения 
от плоскости Оху и направлены к началу 
координат. Будет ли поле консервативным? 

4433. Силы поля пропорциональны 
квадрату расстояния точек их приложе- 
ния от оси аппликат и направлены к на- 
чалу координат. Будет ли поле консерва- 
тивным? 

4434. Векторное поле образовано си- 
лой, обратно пропорциональной расстоянию точки ве приложе- 
ния от оси Oz, перпендикулярной к этой оси и направленной к 
ней. Показать, что это поле консервативно, и найти его потен- 
циал. 3 

4435, Векторное поле образовано линейными скоростями то- 
чек твердого тела, вращающегося вокруг своей оси. Имеет ли 
это поле потенциал? 


4436. Силы поля задаются так: А(Р)=/ (re (так называе- 





Рис. 65 


мое центрированное поле). Показать, что потенциал поля равен 


u(x, у, = [rear (r-v# +92 +2). 


Получить отсюда как частный случай потенциал поля сил 
притяжения точечной массы и потенциал поля задачи 4481. 


4437. Найти работу сил поля A(p) = ху + уг] + хгЁ при пе- 
ремещении точки массы т по замкнутой линии, состоящей из 
отрезка прямой x+z=1, у=0, четверти окружности 
x? zy? =1, 2=0 и отрезка прямой y+z=1, x=0 (рис. 65) по 
направлению, указанному на чертеже. Как изменится работа, 
если дуга ВА будет заменена ломаной ВОА или отрезком ВА? 


Потенциал силы притяжения” 


4438. Дан в плоскости ОЁП однородный стержень АВ длины 
21 с линейной плотностью 5, расположенный на оси ОЁ сим- 
метрично относительно начала координат (рис. 66). 

а) Найтв потенциал u(x, y) стержня. 





” Здесь (в задачах 4488-4449) везде имеется в виду сила тяжести, дей- 
ствующая по закону Ньютона. Вместо выражения «потенциал массы, располо- 
женной на (или 8} дапном геометрическом объекте», для краткости мы гово- 
рим «потенциал данного объекта». 
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6) Показать, что проекции Хи У 
силы притяжения, действующей на 
точку Р массы т с координатами 


Е=х, п=у, равны 








х=т (1-2), 2 
y =~ 288 (GB + AC), Puente 


а результирующая сила В по величине равна 
R= 2k sin 1 (a, + 6), rae # - постоянная тяготения {С — проек- 
у 


ция точки Р на ось ОЁ, @ - угол АРС, В - угол BPC). 
2 № 
4439. Найти потенциал окружности x*+y?=R?, 2=0 в 
точке (в, 0, 28), если плотность в каждой точке равна абсо- 


лютной величине синуса угла между радиус-вектором точки и 
осью абсцисс. и 

4440. Найти потенциал первого витка однородной (плот- 
ность 5) винтовой линии x = acost, y=asint, z= bt в нача- 
ле координат. 

4441. Найти потенциал однородного квадрата со стороной a 
(поверхностная плотность 5) в одной из его вершин. 

4442. На плоскости Oxy распределена масса с плотностью б, 
убывающей с расстоянием р от начала координат по закону 


$ = —. Найти потенциал в точке (0, о, п). (Рассмотреть три 
149 


случая: h<1, й=1ий>1.) 

4443*. Вычислить потенциал однородной боковой поверхно- 
сти круглого цилиндра: 1) в центре его основания, 

2) в середине его оси {радиус цилиндра А, высота H, по- 
верхностная плотность 5). 

4444. Вычислить потенциал однородной боковой поверхно- 
сти прямого круглого конуса (радиус цилиндра Е, высота Н) в 
его вершине. 

4445. Дан прямой круглый однородный цилиндр (радиус ос- 
нования R, высота H, плотность $). 

1) Найти потенциал в центре его основания. 

2) Найти потенциал в середине его оси. 

4446. Дан прямой круглый однородный конус (радиус осно- 
вания В, высота H, плотность 5). Найти потенциал конуса в его 
вершине. 
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4447. Найти потенциал однородного полушара xrays 
+22 < В? (2 > 0) с плотностью 5 в точке A(0, 0, а). (Pacemor- 
реть два случая: а 2 В uasR.) 

4448*. Найти потенциал однородного тела, ограниченного 
двумя концентрическими сферами с радиусом Е иг (в > г) и 
плотностью 6, в точке, удаленной от центра шара на рас- 
стояние а. (Рассмотреть три случая: а> А, a<rursasR.) 


Показать, что если точка находится во внутренней полости тела, 
то сила притяжения, действующая на ery точку, равна нулю. 
4449. Найти потенциал неоднородного сплошного шара 


x? +? +2? <В в точке А(0, 0, a) (a > R), если плотность 


2 
$=А2`, т.е. пропорциональна квадрату расстояния точки от 
плоскости Оху. 


Поток и циркуляция (плоский случай) 


4450. Вычислить поток и циркуляцию постоянного вектора 
A вдоль произвольной замкнутой кривой Г. 

4451. Вычислить поток и циркуляцию вектора A(P)=ar, 
где а - постоянный скаляр, a г — радиус-вектор точки P, вдоль 
произвольной замкнутой кривой Ё. 

4452. Вычислить поток и циркуляцию 


зектора 
А (P)= xi~ yj вдоль произвольной замкнутой кривой Г. 


4453. Вычислить поток и циркуляцию вектора А(Р)= 


= (x? - yi + (и + =) здоль окружности радиуса В с центром в 
начале координат. 
4454. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости 


равен и == шг, где г=\ x + y . Определить количество жид- 
кости, вытекающей из замкнутого контура Г, окружающего 
начало координат, в единицу времени (поток) и количество 
жидкости, протекающей в единицу времени вдоль этого контура 
(циркуляция). Как изменится результат, если начало координат 
лежит вне контура? 

4455. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости 


равен и=ф, где ф= aretg 4. Определить поток и циркуляцию 


вектора вдоль замкнутого контура L. 
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4456. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости 
равен ul я y)= x (x? - By? ). Вычислить количество жидкости, 


протекающей за единицу времени через отрезок прямой линии, 
соединяющей начало координат с точкой (1, 1). 


Поток и циркуляция 
(пространственный случай) 


4457. Доказать, что поток радиус-вектора г через любую 
замкнутую поверхность равен утроенному объему тела, ограни- 
ченного этой поверхностью. 

4458. Вычислить поток радиус-вектора через боковую по- 
верхность круглого цилиндра (радиус основания В, высота H), 
если ось цилиндра проходит через начало координат. 

4459. Пользуясь результатами задач 4457 и 4458, устано- 
вить, чему равен поток радиус-вектора через оба основания ци- 
линдра предыдущей задачи. 

4460. Вычислить поток радиус-вектора через боковую по- 
верхность круглого конуса, основание которого находится на 
плоскости хОу, а ось совпадает с осью Oz. (Высота конуса 1, 
радиус основания 2.} 

4461. Найти поток вектора А(Р) = хуЁ + уг] + xzk через гра- 


ницу части шара = + y? +27 =1, заключенной в первом октанте. 

4462*. Найти поток вектора A(P) = yzi + xzj + хуй через бо- 
ковую поверхность пирамиды с вершиной в точке SQ, 0, 2), 
основанием которой служит треугольник с вершинами 
0(0,0,0), A(2, 0,0) и В(0, 1, 0). 

4463. Вычислить циркуляцию радиус-вектора вдоль одного 
витка АВ винтовой линии x =acost, y=asint, 2=Ы, где А 
и В - точки соответствующие значению параметра 0и 2”. 


4464. Твердое тело вращается с постоянной угловой скоро- 
стью ® вокруг оси О2. Вычислить циркуляцию поля линейных 
скоростей вдоль окружности радиуса R, центр которой лежит 
на оси вращения, а плоскость окружности перпендикулярна к 
оси вращения в направлении вращения. 

4465*. Вычислить поток ротора поля векторов A(P)= 


=yit+zj+xk через поверхность параболоида вращения z= 


= 2(1 == - у?), отсеченную плоскостью 2=0. 
























































ОТВЕТЫ 


К главе 1 


1. Bee числа n натурального ряда, кроме n=1 и л=2. Если сумма углов 
5, а число сторон п, ro $ =л(и-2). 4. а) При х=-2, x=1, х=6 функция 
обращается в нуль; 6) при х<-2, -2<х<1, х>6 функция положительна; в) 


при 1<х<6 функция отрицательна. 6. r= he. 7. ЗЕ що 8. b=425-a%. 
9. 0) =210)=-05 №)=6 К-2)=% /(-1)=-5 )=-0242., |/@)] = 
=1; 4(6)=2 4()=0,5 @(2)=0; 9(2)=-4 94)=0,& f(-1) не существует; 
+(-1) не существует. 10. f(l)=0; fla)=a*-1; fla+1)=a* +30? +3a; 
Ка-1 =? - 347 +3а+2 2f(2a)= 160-2 11. FO)=+ Р@)=Б Р®)=5 
Pi)=b FQ5)=V% 2-15) = pbs o0)=b о-в ое 96-277 
при х>0 и 9(х)=2`"? при х<0; o(-l)+FQ)=1 12. y0)=0, ylt)=o 
у-ва; ya)eat; усаде-аке, 13, ини Jol = 


@ 
= +241, 20. лы равно тангенсу угла между секущей, проходящей 








через точки (а,/(а)) и (0, /(b)), и положительным направлением оси Ох. 22. а) 


ж=0, x, =2 6) x, =-1, x, =8 23. x, 2, x_=5, ж=-Ъ 25.4 1-2; -2, 
2, 4, 10. 26, x =-8, xp 









b=-L 29. а=- 34; = -1,04 (полагая sin0,b = 0,48); 6=% 
или а уддоя = 1,04; 1; с=1+ 8+1) (#=0, +1 +2,...). 33. и 








= У + (Ета). 34. о=зш@ +=). 35.1) y=0%, vesing, 2) уз, v 
И-х+Ь 3) УЕЩЬ о=шх 4) yeu’, uwesiny, v=2x+h 5) у=5", 


и=о? 


, v=8x41 36. 8) -% 6) 0; в) 912 rp = sin2xcos? 2x; д) =? 3х” + 
+8x°—2x° +25 е) 0; om) sin@sin2x) 38. 1) у=+И 7; 2) == - 


8) yadatoa®, 4) y=& 6) y= BS буш в 1) y=log,le*+7)- 
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—юв,(*-2)}-м 8) у- Аз. 39%. Myers х>0 и y>0, тогда 
yty-x—x=0; y=x (трафик - биссектриса первого координатното угла). 
Пусть х>0 и у<0, тогда у-у-х-х=0; х=0 (трафик - отрицательная 
полуось Оу). Пусть х<0 и у>0, тогда узу-х+х=0; у=О (график - 
отрицательная полуось Ox). Пусть х<0 и y<0, тогда y-y-x+x=0 — 
тождество (график — множество всех внутренних точек третьего координатного 














угла). 
41. 
[23456] т 9 [10 [11 [12 [13 [14 [15 [16 [17 [18 [1920 
Го [а [ара [а ааа ара [568 [в [в [6 "|7 [88 
42. 

















Пре рора ара [15 ав 17 18 1э]20] 
[шо о Го Га [о [2 Гоа [аа Го Га Го [а Га [Го Га [о [ 


43. Если f(x) - масса отрезка АМ, то /(}=2х при Osx<1, 
x)= 2+3(e-1) при 1<х<3 ({+)=х+2 при 8<х<4. Функция опре- 


делена при 0<х54 45. Van{ R22); O<xe2R 47. 1) x>0; 2) x>-3 


3) xs & 4) -0 < x50; 5) вся числовая ось, кроме точек x = +1; 6) вся число- 
вая ось; 7) не определена только при х=0, х=-1 х=Ц; 8) вся числовая осъ, 
кроме точек х=1 и х=2 9) 15х51; 10) <х<0 и 4<x< 40; 
11) ~o<x<1 и 35х<+54 в интервале (1,3) функция ие определена; 
12) ~wex<l и 2<х<ч®; на отрезке [1,2] функция не определена; 
18) -4<x<4; 14) 15х<3; 15) OSx<); 16) -isxsk 17) Osxsh 
18) -1<x51; 19) -ю<х<0; 20) me имеет смысла; 21) 15х54; 
22) 2kn<x<(2k+1)x, где k - целое число; 23) 2kn $x < (2#+1}т, где k — целое 
число; 24) О<х<1 и 1<х< te, 48. 1) -25х<0 и О<х<Ц: 2) 15х53; 
3) 15х<4; 4) $< x<2 и 2<x< +=; 5) область определения состоит только 
из одной точки x= 1; 6) -1<2<0 и1<х<2 2<л<че 1) 3-2л<х<8-п 
и 3<х54; 8) -4<15-п и О5хзм: 9) лох < (2+1), где # - целое 
число; 10) 4<x<5 и 6<х<+; 11) нигде не определена; 12) ~l<x<1 и 
2<х<3; 18) вся числовая ось; 14) 45х56; 15) 2<х<3 49. 1) Да; 2) тож- 
дественны на любом интервале, не содержащем точку х=0; 3) тождественны 
на полуинтервале [0,+°); 4) тождественны на интервале (0,+e), 50. 1) На- 


пример, у=\4-х*; 2) например, y= ss 3) вапример, y= b+ + 
Wer 


+p 51. 1 1<15% 2) OSx<+e для двух ветвей и 15 х< te для двух 
других ветвей. 52. 5 <х< +; 53. 1) у>0 при х>2; у<0 при х<2; у=0 
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при х=2; 2) у>0 при х<2 их>3; y<O при 2<x<% у=0 при x,=2 
их, =8; 3) у>0 в интервале {-,+°), функция корней не имеет; 4) y>O в 
интервалах (0,1), (+); у<0 в интервалах (-~<,0) и (1,2); y=0 ари х, =0, 
Ж=Ь 4, =2 5) у>0 при x40; y=0 при х=0. 54. 1), 3), 8), 10), 11), 15) 
четные, 5), 6), 9), 12), 14), 17) нечетные; 2), 4), 7), 18), 16) ни четвые, яи не- 
четные, 55. 1) у= (2 +2)+35; 2) y= (l-xt}+ 25°); 3) y = (cin ax + te x)+ 


erie о 
08% 87.1) y= See +e 2) y= aul в =}. Hex 59, 








Функции 1), 5), 6), 8). 60. Графики см. на рис. 67 и 68. 61. 1) В интервале 
(->,0) убывает, в интервале (0,+ =} возрастает; 2) в интервале (~,0) убывает, 
в интервале (0,+%) сохраняет постоянное значение — нуль. 62. 1) Наибольшее 


1; наименьшее 0; 2) наибольшее 1, наименьшее -1; 3) наибольшее 2, наимень- 
шее 0; 4) наибольшего значения не имеет, наименьшее 1. 76. х=3; при гра- 


фическом решении ищется точка пересечения графика функции y= (x) и 
прямой у-2х-4. 78%. Следует обратить внимание на то, что из всегда спра- 
водливого соотношения |f(x)+o(x)|<}f(x)]+)o(e)] в условии задачи исключен 
знак равенотр. Строгое неравенство будет иметь место при х<8 и х>4. 
Можно рещить задачу путем построения графиков функций Ф(х)=| 7 (х)+$(*)| 
и ч(х) =|/@)|+[ (4). 

©, _ a murepsane (=, -3), 
82. y= |- 5+6 а отревке [- 3, 3} 
2x-2 wa отрезке (3, 6]. 
3 
105. x, = 





3, x, =8 При графическом решении ищется точка пересечения 

трафика функции y = Q(x) и ларабо- 
v4 лы y? =7x +25, 106. Если 5? -4ас>0 
и @>0, то функция определена Ha 
всей числовой оси, кроме интервала 
я. SHS xq, тде ха и хз - корни трех- 


члена. При 6?~d4ac>0 и а<0 
0 1 23 х функция определена только при 





д<х<ю. Ели -4щ<0 и 
а>0, то функция определена на 
всей числовой оси. Если 5? -4ае < 0 
и 2<0, то функция нигде не опре- 


делена. Наконец, при 6*-4ае=0 
функция будет определена на всей 
числовой оси, кроме одной ее точки 


20” 
определена, соли а<0. 





x=-2, если &>0, в Burge не 





ОТВЕТЫ 345 





107. (и +1} = 2x" 45x+3. 108%. Пусть spas = =m, тде т ~ произвольное 
weare3e 


действительное число; тогда (т-1)х? + 2(2т —1)х+с@8т-1)=0. Аргумевт x 
должен быть  дейстрительным числом, следовательно, (2m ~ 1) - 
(п -1)(8me-c)20, или (4-3c)m?+ 4(c-1)m-(€-1)20; но так как т- 
действительное число, то это неравенство в свою очередь справедливо лишь 
при условии, что 4-8с>0, 4@-1} +(4~Sc){e-1}< 0; отсюда 95е<1, но по 
условию ¢#0, следовательно, О<с<1. 117. 1) у=ж 2) у=&; 8) у- 


1 7) узла ини 8) y=tvx’-1; 





4) y=tve-1; 5) y= 6) y= 








Го 
9) у=Ш: 10) у=-2+10°*; 11) у=2%; 12) y= log, Zs 18) y= desis 
ae 2 ay A+aresinS5) | a ея 
14) у= фагот 15) ада 16) у-+008& (905х527). 119. d=-a 


122, 1<х53 у=1+2-”. 123. yearcsin¥s—x*-2. 128. Вели изя", 
у, =УХ, то при п>1 для O<x<l и<у, а для 1<1<+ и>у; при 
O<n<l для 0<х<1 и>уь а для 1<х<4= и <и; при -1<п<0 для 
0<х<1 и<у» адля 1<х<+° y>y, при п<-1 для 0<х<1 уху, а 
для 1<х<+>» И <y, 135. п=165. 136. Исходя из определения гиперболиче- 
ских функций, можно доказать, что sh(-x)=-shx,  th(-x)=-thx, 
ch(-x)=chx. Нериодическими эти функции ие являются. 141. График функ- 
ции симметричен относительно начала координат, так как функция нечетная. 
y=252~. 146. Область определения (,л} Площадь будет наибольшей при 
x=. 155%. 1) Период 2. На отрезке [,2л] фувкция может быть предотав- 
лена Tax: у = sin(x)+coa(x) на отрезке [0,2/2}, y= 
[к/2, al, y =-sin(e)-cos(x) на отрезке [n, 32/2], y =-sin(x)+cos(x) на отрез- 
ке [8n/2,2n} 2) Период 2n. Ha отрезке [0,2n] функция может быть представ- 





sin(x)+ cos(x) ва отрезке 





лень так: y=tgx на полуинтериале [,2), y=0 на полуинтервеле (&л|, 
y=-tgx на полунитервале (+35), y=0 на полуннтервеле (№,2х|. 156. 1) 


Область опредоления состоит из бесчисленного множества интервалов вида 
Qnn, (2п+1)п), где п=0, #1 £2 ...; ни четная и ни нечетиая; лериодиче- 


ская, период 2t В интервале (0,4) синус возрастает от 0 до 1, следовательно, 
Igsinx, оставаясь отрицательным, возрастает до 0. В интервале (п) синус 


убывает от 1 до 0, следовательно, убывает и Igsinx. В интервале (п,2л) синус 
имеет отрицательные значения, следовательно, функция Igsinx He определе- 
на. 2) Область определения состоит из отдельных точек вида х=Е+2лл, где 


п=0, +1 22, ... В этих точках у=0. График состоит из отдельных точек 
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оси абецисе. 3) Функция опре- 
деленя на всей числовой оси, 
кроме точек x=nn, где п=0, 


3, #2,.. 161. 1) 15х56 
2) 05х51 8) OSxSh 
4) 15550 5) O<x< toy 
6) = <х<0; 7) 05х< += 
` рис, 69 8) -o<xSQ 9) -е<х<Е 
10) 1<хе ton 





168*. Период 2л. График см. на рис. 69. Указание. На нитервале ГЕ sxs¢ 


имеем y= aresin(sinx)= x по определению функции arcsinx. Для получения 
п, тогда x= R+2, 





трафика функции на интервале 5х5 з полагаем 2 


1525 у = arcsin (вл х) = arcsinsin(z+n)= -aresin(gsinz)=-z2; у=л-х 


ит. д. 


К главе И 


176. limu, =1, п24. 177. limu,=0, >. 178. n=19999. 179. lim 





121000, Величина и, бывает то больше своего предела, то меньше, то равна 


ему (последнее при п=2#+Ь где #=0, 1,2, ...). 180. 1} nz 











5 а 
если #<5; n=0, ебли =>5. 182. п> 

® 6 + 
последовательность и, убывающая. 183. Ишь, =0; в, достигает своего предела 


при n= m+, так как, начиная с этого значения л, v, = 0. 185. 0. 186. 1) Нет. 
2) Да. 189. При а=0 этот предел может равняться любому числу или не су- 
ществовать. 190. $<\/4+Е-2; 5<0,00025. 191. 8<2-\3. 192. 3< 3. 


193. 4—aresin0,99 = 0,133. 194, № 


е>1. 195, N> 3, 


197. и, - положительная бесконечно большая величина, если разность про- 
хрессии 4>0, и отрицательная, если 4<0. Для геометрической прогрессии 
‘утверждение справедливо только тогда, когда знаменатель прогрессии по абсо- 


лютной величине больше 1. 198. ое 199. 2000 < x < 100 


200. 5< # =0,0L 201. 108,099 <х< 108,101 202. М >10“ =10™. 


203. sinx, совх и вое обратные тригонометрические функции. 205. Нет. Да. 
206. Нет. 207. 1) Например, x,=£+2nm и x, = 2ля. 2) Нет. 209. Воли a> 1, 
то функция при x too не ограничена (но He бесконечно большая); при 
х-3- она стремится к нулю. Если О<а<1, to Функция при х— > не 
ограничена (но не бесконечно большая); при x > +» она стремится к нулю. 






‚ если = М=0, если 








если esd 3; №=0 , если eo 196. n> 
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При @=1 функция ограничена на всей числовой оси. 210. 1), 8) и 5) нет; 2) и 


4) да. 213. хх 2. we(aey. 215. 1) уе 2) 
7 


+L, 
2. 
oe 1 


ческой прогрессии 1, 1, 3... , эх. 220. 3. 221. Да. 222. 1(&)=9л при 





3) y=-1+—25, 216*. Сравнить ин © суммой членов геометри- 





05х55; f(x)=4n при 5<х510; /(х)=п при 10<x516 Функция раз- 
рывна при х=б и при х=10, 223. а=1. 224. A=-1, B=1 225. х=2; 


‚х=-2 226. 2, 221. Функция y= #22 имеет в точке х=0 устранимый риз- 


puis, у= 342 ~ разрыв второго рода (бесконечный). 228. Функция разрывна 
при х=0. 229. Фувкция имеет три точки разрыва. При х=0 разрыв устра- 
нимый, при х=+1 разрыв второго рода (бесконечный). 230. Нет. Если x > 0 
справа, то f(x) > 5, если х->0 слева, то /(х} > + 231. Функция разрывна 
при х=0. 232. 0. 234. Нет. Если х-›1 справа, то y 1; если х-—>1 слева, 
то у->0. 235. Если х—0 справа, то y—>1; если х—>0 слева, To y>-L 
236. Функция разрывна при х=0 (разрыв первого рода). 237. Функция имеет 
разрывы первого рода в точках x = Sk +1) 238. При х=0 функция непре- 
рывна, при x #0 функция разрывна. 239. Все три функции разрывны, когда x 
равен целому числу (положительному или отрицательному) или нулю. 





241*. Записать многочлен в виде =“ ++... +) и последовать его пове- 

дение при х—%= 244#. Построить схематично график функции 
44-3. 

yah + Sh + 8 последовав ©е поведение в окрестности точек Ay А; и 


Ay. 245. 1. 246. 1 . 247. 3. 248. a 249. 0. 250. 0. 251. 4 252, 1 253. 0. 254. 4. 
255. 1. 256. 0. 257. 0. 258. 0. 259. 1. 260. $ 4 262. -4 263. -1. 264*. 1. 


Заметить, что = 





=~. 265. {. 266, 1. 267. 0. 268. 9. 269. 2. 270, <0 
271, 0. 272. 0. 273. -2. 274. + 275. 6. 276. «. 277. -1. 218. ©. 279. 0. 


280. 3. 281. 0. 282. =, 283. 4 284. —1. 285. 0. 286. 1 287. -}$ 288. 100, 


289. -1. 290. 1. 291. o, 292. 0. 293. 0. 294. =. 295. 4. 206. iL 297. 3. 
298. we если х>0; ®, если x= 0. 299. 1. 300, 2, 301. 302. 3 


4ауо-5` 
303*. 4. К числителю прибавить и отнять единицу. 304. -1. 305. Один ко. 
рень стремится к -$, другой — К o 306. 0. 307. 0. 308. 0, если x -— +25 0, 
если x» 2 309. 4, если x — 400; се, если x=, 810, 242, если x > 400; 
<, если x -ю. $11, 2h 312. 0. 313. 1. 314. 3. 315. А. 316. а 7. % 318. 0, 


в 
если п> т; 1, если п =; = если п<т. 319. 2. 320. 1. 321. 1. 322. 2 
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823. >. 324. -1. 325. + 326. >. 327. 0. 328. 4 329. =. 330. — 331. 1. 


332. 4 388. 2 384. -2 385. -2 338. 2. 837. 32. 338. -2. 339. -2sina. 
2 








340. К. 341. costa 342. аи, 343. -sina, 344. Jens, 345, 2 346. 1. 


2 costa $ 


347. 6. 348, 3. 


$ 349. -1. 350%. 2. Положить arceosx=y. 351. 1 852. № 





358. 1. 354. г"*. 355. e°. 356. 2. 357. 2. 358, 0, если х-— +=; в, если 
х—-= 359. =, если х—>+5$ 0, если х-+-са 360, 1. 361. <, воли x +05 


0, если х—-=. 362. e' 383. е. 364. Ye 365. №. 366. 1. 367. в. 368. 1. 


369. па. 370. 
373. 2. 374. 1. “36. a-b. 376. 1. 377. 0, если х +; ©, если x->-0, 


. 371. г. 372%. 3; к числителю прибавить и отиять единицу. 


378. 1, если x — too, -1, если x ><. 379.1) a"; 2) 0, если A¥0, д”, если 
A=0 иах0, w= если A=a=0; 3) yi, 380. 0, если x 405 ~c, если 
д -ю 381. При а>1 предел равен 1, если +> +0, и 0, если x > -=, При 
а<1 предел равен 0, если х-> +», и 1, ели х-—-®. При а=1 предел 
равен + 382. При а>1 предел равен 1, если х — 4, и -1, если х-— <. 


При a<1 - наоборот. При а=1 предел равен 0. 383. 0. 384. 0. 385. 1. 386. 0. 
387. -соза. 388. г 389. + 390*. иле. Умножить и разделить на sin 


391. +. 392. 0. 393*, -4 Bocnomsaonartca формулой arctg 6 — arctga = arctg-£. =. 


04. 1. 895%. 1. Заменить arcsinx на arctg и воспользоваться указани- 





1, если п>1. 397*. 1. 
„ 399. 2. 400, е. 401. ^° 


ем к задаче 393. 396. 0, если п< 1; е, если n= 





Взять вместо созх выражение 1-(1-cosx). 398. 
402. и, высшего порядка малости. 403. и, и v, — эквивалентные бесконечно 


малые. 406. Одного порядка. 406. При x= 0 порядок малости различен. При 
ЕЕ 
а 





х величины Ay и Ах эквивалентны. 407. Нет. 408. Третьего порядка. 


409. 1) 2; 2) 4: 8) 1; 4) 10. 410. ee red . 411. @=h 412. Нет. 414. 1) 4; 
2) 4: 3) В 4) эквивалентивя бесконечно малвя; 5) эквивалентная бесконечно 
малая; 6) 1; 7) эквивалентная бесконечно малая; 8) 2; 9) 2; 10) 1; 11) 2; 12) 2. 


415. о?\З. 416. 2nR*; АЕ? 418. Из того, что ломаная линия стремится к 
прямой (в смысле сближения их точек), не следует, что длина ломаной стремит- 
ся к длино отрезка. 419, а. 420. а, 2. 421. 2n(R+r). 422. И отрезок и угол 


имеют порядок 4. 425. 1) 10,25; 2) 30,2; 3) 16,125; 4) 40,4; 5) 0,558; 6) 0,145. 


426. 1) 10,16; 2) 20,12; 3} 1,02; 4) 4,04. 427. In1,01~0,01; шЪ02 = 0,02; 
Intl = 0,1; In1,2=0,2 








К главе Ш 


428. а) 5; 6) 5. 429. а) v=0,25 m/c; 6) v=0,55 м/с; в) a м/с. 
430. 75,88; 60,85; 49,03; 48,05. 431. 53,9 м/с; 49,49 м/с; 49,25 м/с; 49,005 м/с; 
2, = 49,0 м/о: 49 =980 м/с; v=98t m/c. 482. a) 4 г/см; 6) 40 г/см; 
в) 41 г/см, где # — длина отрезка АМ. 483. 1) 95 г/см; 2) а) 36 г/см; 6) 5 г/см; 
в) 185 г/см. 434. 1) 4195 Дж/кг. К; 2) 4241 Джухт К. 435*. Ввести среднюю 
угловую скорость, затем путем перехода к пределу получить искомую зеличи- 
ву. 438. k= £ oH rae k - коэффициент линейного расширения. 489. # = р 
440. 1) 56; 2) 19; 3) 7,625; 4) 1,261. 441. 1) 4,52; 2) -0,249; 8) 0,245, 442. a) 6,5; 
6) 6,1; в) 6,01; г) 6,001. 443. /6}=10; /(2)=-4; 7+) =-& 444, 3; 0:6; 4. 
445. x, =0, x,=2 446. Для функции /(х)= <? не будет. 447. 1. 448, 0,4848. 
449. 2,303. 454. 1) 0; 2) 6; 3) -4; 4) № =5, #,=4 455. (1,1); (-1,-1). 456. 1) 
(0,0); 2) (44). 457. He может. 458. а, = агош1, a, =arctg №. 459. a = Ъ 


а, = мс. 460. arctg. 461. y=12x-16; x+12y-98 = 0; подкасательная 





равна 2, поднормаль равна 96. 462. При х=0 и x=% 463. 1) (24); 


3 
2) (-3,2); 3) (1) и 6,5). 466. 1) 65-5 2) 4-я? +5x- 0,8; 3) Zax 4d; 


16 
~ 2h, 2 
4) ra Уфе 5 8) dmvx + 


2 2_ ot, am 
и DA- +e 


= 3 
1 a 2mztn; ~ Ly? 24 _ 05. 
+ fate рр oy Baas 10) - ype #4 7.28 - 2, 11) 2-1; 
2 : -ь Se) 
12) 85х 1+ 13) 9v*+2v-1, 14) 6@-х)) 15) 25+; “gaat 


16) ар, 4вт. 70)=1, £Q)=% @)-8 Г4)=25 Fle?) = за - 44 


Г) =-& 7@)=% 7@)= 3‘ +1003 -a*, 


2) = з- pe 468. )--5 18, 


469. 13. 471. 1) 4x°-8x7-8x+9; 2) Tx®-10x'+8x"-12x? + 4x43; 








эф. оц чт. ы apt НН 

ве © Зе д М ee РЕ 
28а Е в 2 

6) 2х 6х‘ - 2821 +49}; 7) ae 472, ~The, 413. 7 т 

474, Зои аТБ, viel 476. 5К, ТТ. - te +14 Be 2. 
вай (Prost) tensa afea} 


nfo) м ae 


va 479, Pay i 481, ph = 





418. 


ны (Psa) 2 (uf 
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of ae 
487. ~ 488. =o 489. 


(eefQaey Mem 


490. /’(0)=0, 7@)=6 491. F@)=11, FQ)=2 F@)=-1 492. Р0)=-1, 
(1) =Ь 498. s0)=3, #@)=Ш. 494. ,@)=16, у) = 1507+ 2-1 





_ we еее ав) -5] 


(x0) x0) (2-c}* 





495. 0(2)=5 pi(o)=1 496. @(l)= -22. 497. 2(0)=1 498. 1) 4x*- 34° х 
Ж@+ь+с+ 4) 42x (ab+ac+ad+be+db+ed) -(abce+abd+acd+bded), 2) ax(e+1)'; 
3) -20(1~x)"; 4) 60Q+2x)"; 5) -20х(- 7}; 6) бай об) 


1) 6-1); 8) бе eo) 9) 4238-53) 
10) eh 11) Наль 12) 24а ++] + 3x? 46x +1). 


1) 








499. late 500. ый 501. 5 _ 502 + 503. =. 
(37 5)" тен Ныит} View? 

_ 46-м} р 4ex-1 : 

804, ЧАН, 505, ат. 506. -— 2. 507. 

(= ==] 








{x НВ 


yee 509, pistes, 511. 
ДА я Др 
2.02 
512, ыы 518, - . Е. 
ated wor wey 514. u'(1)= 9. 515. a 2 


516. 0. 517. созх-зшх. 518. Закир 519. алых, 520. yeosy. 


521, (исова- sino)(4,~ =) ine ae 528. т con) 





Train 2 
524, (iedbnrsces)vinsets боб, inde, 526. вес к. 527. —sin®x. 
би 
528. dsin2x(2-sinx). 529. tg‘x. 530. 2xtims. 531. 1950825. 532. ЗсозЗх. 
eos? x sin? 2x 

cosh, 

533. —2sin£, 584. 9cos(8x+5). 535. —1—. 536. 4 - 537. - =. 
oe posal x) real 8 eats 887. о 

538. cos(sinx)cosx. 589, —12cos*4xsindz. 540. 2 543, дай, 
да сое? ex 





542. - о 548. 4{i+sin*x) sind. 544. 
14 х2 Bl 14x? 
sinf 21-е Se 
545. т 546. ЗыпЗхаии (2cos8x). 548. aresinx + 
УЕ к 
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549. 


553. 


555. 


571. 


576. ==. 


590. 


593. 


595. 


598. 


611. 


616. 


620. 
623. 





, deals, 581. - 
Е 


. (+x). 604. 


Ш 550. 2ыше. 551. arcsinx. 552. а : 
офисов кт" Я-2 ит ие 
__ кавевовку =? 


ah 


авик. E556, 0. 557. hae. 558. - . 559. саки, 
We ee? aa ie y 


ey 





sinxaretg x + xcosxarctg x +в, 554. 
Tex! 





Вы. Gees a cage Ee ae 
meter ae oar ee Пет ^^ ва 


. 570. =e 


7- сов ест 





ti О т 569. 


LEE вто. 
пеар" Tos =) 


577. ааа 578. sinxlnx +xcosxlnx+sinx, 579. с 
= ln’ 








878. 2xlog, x + 73> 


fn lnzen 
> 574. Aine, 575. па, 


——2t,, 582. а 5383. x""(ninx +1). 
чт) fv) 


585-74. 586. at 587. ctyx 588. № 580. ЦА 


* edivin? x 2 (* 2-1) ina 


~ . 41n? si tg x. 592. 
тие ЕО оо оз) 
ху 
па +insinx)” ох. 594. ‘logs 7063 (logs хп 95" 


x? arco tof 0° +29 | до eget. 
х . 596. 5 
иены О afi anes 
2*in2 599. LO*InlO. 600. А 601. 4*(1-xIn4), 602. 10*(t +1010), 


. 605. ев, 606. с"(оех - мал). 
Е 




















es 
ата -совх) 608, -sinssam 609, Че рыз ging, 610. 3х? -8° Ind 


612. 2+1) 613. 2. 614. - 210710. 615, 2х. 
Я (nef (10 (ay 


М 


e*(cosx+sinx + 2xcosx), 617. ©". 618. 2-10" In 10, 619. Sree. 





а 
2 In2-cos(2"}, 621. 3”°* cosxin3. 622. Ssin? хоз ха" "па, 


вигов ме «ВЕ 
= 624. 2** .3*In2In3, 625. Зет 


1-4 


Ма: ak 
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626, cog ее Ц, 3), 627. —12-10°**** In 10-sin®8xcos3x. чаи?» 
688. arctg Vx +f, 689, — т 690. 082 - 2sin2xins. 
cos? xyietg? rate! x 
ет ПЕ ЕН Еле у 

828. Beene ) . 630. ~ 2ab?xe* 691. 1:25, 692. ‘анк 693. SE, 694. sin’ Sxeos* Sx. 

2x? sore) fino worn er er 1х6 ирис Worcs 

at 695. =4en«, 696. Титаник 1 697, НЫЕ — 608, 2 

631. Але #2 -л?), 682. Ae*”*|weos(ox + a)~#sin(wx +0) 1-2 а ур ИСИ иг око? 

Е 


666. 


670. 


674. 


677. 


685. 


. 2862х. 639. sh(shx)ch x. 640. =. 641, &** sh2x. 642. 


. a*x"(2+Ina). 634. 355? xchx, 635. thx. 636. <b. 637. 


—_ 
aed oh? Q-2P 





2 


xchx, 644. т 645. 1. 646. 1—. 647. —_ 
ach? «ФВ? x ante Wen a-she 1-54 


alaed sh 90+ 2x7 VF -1 oh 2x 
See STAN aa 
> 


> 25 [ (Вх +2)shx—xchx}. 








хе шх+ 1). 651. x x*{n?x+Inx +4), 


{вп х) ~sinxInsinx). 653. (Inx)*(+InInzx). 


‘dina Tne 


ни 5 - ве 655. x°e" sin 2х + 2x? + 2x ctg 2x), 


Сани) 657, oe" Ine, 658. S122 „вия, 
a¢e-8) фей = 958 Seats FoF 
aes on ее 


74 -Inx). 662. x**(cosxin x + ane), 663. C4.) + In). 


G = 


+ шт). 665. (2+1 ау [ше + cos:rtn(e* +1) 
Ех 











2a ay 

sinter 9) ват, (8) и, р 
a(n] 7 С Tae 
— 8 671, Fritts. 672, Zsin2x(cosx - 2). 673. чес’ . 
Бе tev) 





aS 675. 2sinScos2x + Leosésin2x. 676. e*{cosx-sin® x). 
ве] 


(728-40 


eof 


ме 


L678, e(L-axinz). 79, SDE + 2) 680. -. 





. ate, 682. да, 688. lez" ggg, — Mecmeession) 
coe 


Qe lextext Хави? х 


5 

Letg £sin3¢-Lsin®tcosec? +, 686, - “SES. 687, —1 

39588338 $ 2 ats 2.2 
ar кк 





. at tee, „>. 702. - 1 7 
re Oe anes ae oT 


705, — 288, 
(wef ae fees } ный 


706. -0,8 (0082441 - sin0,8x)ein 2441 + 0.800508. 707. 10%* (+1010). 





703. aresin{inz)+ pte 704 
“inex 








708. -__4_. 709. - 4 710, Е 711. а : 
erate еее т wWeB¥denaah 
mia, 282%) a1, - 











у ‚ 714. 32% aretg + BS, 
ль Тот Ie 
ayes =] 


С? a cosxitgxinginx п w . 
Ts, Seznecrssstesns, 716, ДЕ 717, А AER + arcsin 4x), 


In? osx ate 


i} 


721. НИЕ 722, aie 7 


a 208“ х+1 
725. gins Нл. 128. | 727. а 


7 sin? 2x 








me 
me, - ВР. 719, 1. 720. поел tgs + 


хи? х 






728. - . РЕН, 131. -0082х. 732. Е 














a) 
733. (a? + t)sinxe™. 784. e°*(1+xsinx). 735, ——2*___ 
ony 
736. 10e* sin3x, 737. Эх” arcsinx. 738. = 39 г 
ar, [se ay а 
are ее) TAL, EME, 740. sinbeconraine) 
Pecan sine 27 co? (-овх) 
743. ef sinxcos' x(i+ctgx-3tgx). 744. = . 745. = 
oo y чет 
РЕЗО 2 ран 





12-2102 
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748. Ибн) ‘149. 40 дб 2 





























750. . 751. 
о?» De зйый (2) Яна 
1+2=2 Join xecl 14x? )eosx ‚2. > 
782, 1 ~ «ош, 753. sa, акт), 
= не РС ~ И 
ш 
755, ВЫ) ув, [2х =) _ 787, —1 
Oo ee? cos? x 


rf aol ii 


758. Spe eee atl 








ых не 
ран 
759. x" cosx | 3 ix? oo 2 
toma ERE te at], 100. le vo. 
761. (arcsinx)’. 762, =". 763, 4 и 
у myer’ 783: arene 764. Sh. 765. ЕДЕ. 


x 4eteX 
766. (tg 2x)“*3| ——2 _ мак | 16, 3x4 Док 768. 1 
nt gaint EI arr ve "Gea 


—anz"-t of 
769. - 22" если п - четное число, и - тр com - иичетное число. | 





hay 


а м TTA, a) БИА, 6) аби alsta(rayett Suse 
(uss?) в и и 
ние: использовать значение суммы х+х?+...+л^. 776, yl-yewnn и 
Зе у, я 
: Ty 779, р. 780. о) лат 


781. (Arsh) = Ен (Areh2) = а (Arths) = Г. 782. 46 
Kea) oe. г 


+x’ 


(text? 
783. — о 784, 1. 7; 11-27, 1 
в? 240-35 3-4 ыы 2 ind 1-2", пло 









































789. -v2, 700. 1. 791. -1. 792. 5х. 793, - ДЕ. та, 1-0, 
в 4 «а, я тЫ 
795, За? costes y* sins a x 9-12 
Sea 196. изу тот. GE 708, ИЕ 
2 2 о 
799, — Ааа? gag, _ yoost(eryNooelappsinley)pt ey 2 
доку +? x008"(x+y)(cos(xy)-sin(xy)}-1 RES Bet es Tiny 
803. нь] 32-випь (ey) ( 
ete aoa, Boze, ggg, —_sinlety _ legate 
А-Я] зря 805 ~ Tranter) 806. - “SiSe 
807. - 32, , oot эту ув cos x+ein (x 
=* 808. 7 809. телу 810. aay 811. ЗЫ, 


lity? 
812, и 814. (24). 816. у+4х+4=0; 8у-2х+15=0; подкасательная 





a в =8 
820. 0,01815 Дж. 821. w=18 рад/с. 822. w=2n pan/e. 823. w= (at -5) 
рад/с: скорость обратится в нуль при {= с. 824. 28 А. 825. (0,0); (1,1); 
(2,0). 827. (1.0); (1.-4). 828. у=2х-2; у=2х+2. 829. Зх+у+6=0. 830, 
Касательная у-ш = (-хо)созхо; нормаль у-ш =-(х - хо)весхо. 831. Kaca- 
тельная хо(у-иш)=х-ж; нормаль (у-у)+хо(х-х)=0. 832. Касательная 


x+2y=4a; нормаль уз2х-За. 833. Касвтельная y—yo = 969-50) (x~ x9); 


равна т поднормаль равна —8. 819. в) н=0, = 6) ц=0, & 











зоба-ко} 
нормаль Y-Yo = к -хо). 835. Подкасательные равны соответственно 
бок 
2 2 
2 и -2х; поднормали равны соответственно - 34°, -25 и =. 836. 


3 

9-82), у-ю=-Ш-ж). 837. 2х-у+1=0. 838. 27х-3у-79=0. 
839. 22-у-1=0. 840. 4х-4у-21=0. 842. 3,15. 844. х+25у=0; хчу=0. 
845. (0,1). 846. y=x. 848. x-y-de?=0. 849. $. 850. (+58.1). 
857. 2х-у+1=0. 858. Если у=/(х) - уравнение данной кривой, то уравне- 
нием искомого геометрического места буде’ y=xf(x). a) Парабола 
y= $ Px; 6) mpamaa, параллельная оси Ox, y=; в) кривая Каппа 
yva* -х+х2=0; г) окружность х?+у?=а. 858, Если y= f(x) - уравнение 
данной кривой, то уравнением искомого геометрического места будет 
y=xf(x) а) Парабола у? = рх 6) прямая, параллельная оси Ох, у =; 
в} кривая Каппа уча? -х? +x7=0; г) окружность х?+у?=а. 859. 1) 9, =0, 
$, = aretg 18; 2) arctg в. 860. 1) arctg 3; 2) 45°. 861. 90°. 862. 45° п 90°. 
863. arctg3. 864. arctg(2V2}. 865. При нечетном п котельная ЕЁ = 2, 
нормаль ах-бу=а*-5'. При четном п касательные ЕЁ, нормали 
axtby=a?-0%, 879. Ay=1461; dy=14 880. Ay=0101% dy = 0,1; 


= 0,9880. 881. 4. 882. -2. 888. Ay=191; dy=19 Ay-dy = 0.0% 


№ = 00052. 884. dy = 0,1; dy = 0.1025 Ay - dy =-0,0025; “EMH = 0,025. 


0,01 
0,110601 








dy= 7, |0,061 |0,000601 
= 42-4. 0,39 |0,0526|0,0055, 
ay 886. ду=13; dy~1Li; Ay—dy ~ 0,2; 


5-252 015 887. в) dy=16, ty, «528% 6) dy=8, AH = 303% 





в) dy = 16, seat = 0,62% 
888. а) dy=4,8 см?; 6) dy = 6,0 cm?; в) 4у=9,6 om, 


22° 














356 ОТВЕТЫ 





ОТВЕТЫ 357 








2128 a; 2) Re, 8) 6 о-в 9) ~ ces 6) Se ar. 
889.1) Wax, 2) es 3) ~ 495; 4) к 5) а: 6) oe 0 oe 
8) тан 9) - - Segoe malay; 10) — Letts: 


11) рые ы Ble +4541) Зее: 12) и 13) 2: 


(я 





14) 842-2?) а-2х)аж 15) 24а 16) 5" 4” Zink ах; 
cos? x 


x21 sinx+2x cox 
i 





и а, 
17-257 In2-aine de; 18) - ЧЕ 19) 
cost 


Bain (rey 
2aretae \ ye 3 
2 (Sadar a) (gh 


oe 
ri a 
22) |3 103 + 9x -# 4х. 





890. 1) -0,0059; 2) -0,0075; 3) 0,0086; 4) 0; 5) 0,00287. 891. Ay = 0,00025; 
з\п 80°1' = 0,50025, 892. 0,00582. 893. -0,0693. 894. dp = 


895. 0,3466. 896. 3160°03' = 0,8665; 316018’ = 0,8686. 899. 0,995. 
900. arctg 1,02 = 0,795; агс\р 0,97 = 0,770. 901. 0,355. 902. 0,52164. 903. а) Из- 


менение длины нити: 23 = 34/; 6) изменение стрелки провеся: df = #48. 
904. Погрешность при cipsusneau угла по ero синусу: Ах; = tgxAy; погреш- 
ность при определении угла по его тангенсу: Ах; = tsin2xAz (где Ау, Аг — 





4 
погрешности, с которыми даны величины уи 2); = =—1-; точность опреде- 
cos? x 


ления угла по лотарифму ero тангенса выше, чем при определении по лога- 
рифму его синуса. 905. 0,3%. 





ант [2 





906. 1) dy т: 2) 8 --19 dt; 8) dz = -а8; 
+20] 
(4u-3) du 
2 ____ ds _, г. 5 6) 4и=--2— 
Е тет тет 


908. Непрерывна и и аруниь. 909. /(x) непрерывна всюду, кроме точек 
x=0 их-2; f(x) существует и непрерывиа всюду, кроме точек х=0, 1, 2, 
re ona не существует. 910. При x = Ам, где k — произвольное целое число. 911. 
Непрерывна, но недифференцируема. 912. /’(0)=0. 913. Непрерывна, но недиф- 
ференцируема. 914. Ay и Ах - величины различных порядков малости. 915. 
`Непрерывна, но ведифференцируема. 916. Да; нет. 917. а. 918. awe”. 919. Або- 
щисса изменяется со скоростью о, =—2rwsin 24; ордината изменяется со скоро- 
-2rweos29. 920. Скорость изменения абециссы р, = =р(+‹080); 





стью в, = 
скорость изменения ординеты и, = Using {ф - угол между осью ординат и по- 





лярным радиусом точки). 921. — £22 = -0,000125р. 922. 2 ед./с в точке (3,6) и 


-2 ед./с в точке (8, -6}. 923. 2 m/c в точке (3,4) и -2 см/с в точке {-3,4). 


924. В точках G18} и (3-38), 925. 40 и 2av. 926. 2ло и Элто. 927. ал и 
Snrv. 928. При х=2лА ЕЕ и при х=2лё #28, 929. При x= nk 930. В 1/и? 
раз. 982. a) Да; 6) нет. 934. 1) x*-18x4+9y=0; 2) yt =4х 1), 


14-х? 
3)“ =(5-1}; 4) x = Arceos(l- ут y2y- 9: =: ‘ 
ex 


-1. 936. 28. 





935.1) ¢=(@k+1)m 2) t=; 8) t=S+mk 4) 4 = ь 


2 cy a2, Ee te cosg-osing 
937. -Ltgo. 938. ctg$. 939. 35-1 940; -1. 941. 4 942 еее, 


з 
5 {ant 
943. +. 944. EXEL 945. 

(aay ager 1-28 
er. 949. 3}. 950.1) #= 4-05 2) 1=л-0; 8) f=2+4, где a ~ угол, образо- 
ванный касательной с осью Ox. 956. 1) Кривые пересекаются в двух точках под 
углами 0, = @; = arcig-4l = 87°12; 2) кривые пересекаются в трех точках под 


. 946. -4 047. 0и 1. 948, Не существу- 





углами а; =, =30° ин и; = 0°, 958. Длина касательной T= ry длива нор- 








сша] длина поднормали 
Sy = ша. 959. Le], |, мае] и voted gor Fe, ||, еше] и 
|= {. 963. х+2у-4=0; 2х-у-8=0. 964. 4х+2у-8=0; 2х -4и+1=0. 
965. y=2, хэЬ 966. 1) 4х+3у-120=0; 3x-4y+6a=0; 2) vey ЕЙ, 
y-x= 28; 3) y=1exina, 969. p=2acost, 970. O=9, a= 24. 974. 3; -3. 
975. 1) 0; 2)0; 3; №. 977. А - go. 978. arctg 261? = arctg 2g. 

979. p=Varcost+b sin’; ф= ring тангенс угла между касательной 


и полярным раднусом равен С = 980. Полярная полкводтельная, 
oma? авг 





подкасательной 5; 






2 
S, -Е5 полярная поднормаль 5» =<. 983. 2. 984. pina 985, зо’. 


ча. [Part 
986. ——= . 987. ни, 988. дах или УР ae. 
a 


a 





989. Е. 990. V1+cos?xdzx. 991, 47" = y, 992. г. 993. 2asind. 


994. Bacostsintdt. 995. а + Ра 996. dasintdt, 997. actgtd:. 908. at. 
999. avch2ide. 1000. $ м/мин; вектор скорости направлен вертикально вниз. 


1001. 10/26 =51 кы/ч; вектор скорости параллелен гипотенузе прямоугольно- 


го треугольника, один катет которого горизонтален и равен 50 км, а другой 
вертикален и равен 10 км. 1002. 14,63 км/ч. 1003. 40 км/ч. 1008. 2. 
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. —24х. 1008. 207 360. 1009. 360. 1010. 6(6х* +6=? +1). 1011. 4sin2x. 
4 1013. - 1014. те 1015. $. 1016. select) 1017. 16asin 29. 
Зи, 1019, 26%" (ex + 22°), 1020. sche) 1021. 25, + 2arctg x. 

ae (a) x? 
——_. 1023, - 24. — 1:25. 1025. 


7 Por yaa tA. leet 


~ зевай КР, 4927, . 1028, x<*[(ine +1) +4]. 1029. ate". 


( 1-2 


. ie", 1081. а" sin (ax ao dr cos(bx + At), 1032. 2°? sinpex + |, 





et(etn). 1034. i (nz2). 1035. CH"! 1036. Lye" nt 


(axe) Г fart)” 
и-т г. no aye 
cy 1088. (-1) sla aye ет | 


ут a a), ь 
(1) ант == 1040. 4 cos(4x + я). 1054. 


hey? ; 
м. бт, - a2, 1058, ЭВА 1059, Bae. 1060. - 22: 
ай у у (2-s) 


Е 


‚ 1062, — He-v*leu4) 1068, ss = a? 1064. 1, 
Е р 


—=—— 
It-cos x+y) G-t) % (1 


1069. - 22. 1070. -4=- Лу» 1071. - Basie, 
р 7. ти Узы: saint 


-qagr 08.0 asobtcdsinPt 2) 0, так как ety a. 1074. 1) 41%; 


a(t-cos) 90 coe" rain’ 2" 


1075. [aoe 1080. 16 m/c?. 1081, v= 2¢-4, а=2. 
ао 


1082. - № om/c®, 1084. -0,0035 мус?. 1085. № m/c? 





1088. 1) (c*-379)sinx—40xc08x 2) "У Сми +48); 3) огл? sin(ax + 2)+ 
4 Зло sinlax + 30+ За (1-1) [вх + |+ ala -1)fn-2)at*x 
xsin[ox +234, 1098, y2"(0)= 0; уз”) = № .3-5.... (и 1}. 

1995. yo) = 0; y®0)= 2-[2-4-6-...-(@n-2)F. 

1096. - 2p. 1097. m{m~1)(m-2)x"%dx*, 1098. 4(x+ бе ~2x- tax. 


2 2 2 2 
4 zing Rating - дах. 1100, ое 110, sms ae? 
a nd sting) (eos? eos? sin? xf fin? 2-4)? 


2 
1102. ~4sinzxdx®, 1103, +2822 +5te%@)de". 1104. 2. 
acty? 





1105. 1) dy = а 2) 4?у=-4 ес? 2edt?, 
x01 (x41 


1106. 1) dy =coszd"z-sinzd2"; 
2) а?у = a* сов) па? - а” In? а" sina” - cosa” дд? 


Я , 
8) у-а' Гоа [ово (иное па) а° sina’ .9¢4 Ina fat 


К главе IV 


1210. 1) Точка максимума; 2) убывает; 3) возрастает; 4) точка минимума; 
5) точка максимума; 6) точке минямума; 7) точка минимума; 8) точка макси: 
мума; 9) точка минимума. 1112. В точке x,=0 возрастает, в точке x, =1 


убывает, в точке x, = -Я/2 возрастает и в точке х, =2 убывает. 1113, Убыва- 
ет в точке x, =1/2, возрастает в точках x,=2 и д, =е6; д, =1 — точка ми- 
нимума. 1114. Возрастает в точке х, =1, убывает в точке х,=-; =O - 
точка минимума. 1115. Убывает в точке x, =1/2, возрастает в точке х.=-1/% 
x, =0 - точка максимума. 1125. Три коряя, принадлежащих соответственно 
интервалам (1,2), (2,3) и (3,4). 1127. sin8x,-sin8x,= 3(x,-x,)cos8% где 
д <&< x, 1128. «(1 - ша)! -15)= (b-a)ing& где а<ё<ё. 

1129. aresin{2(x, + Ax)]~aresin2x, = ЗАх/ 48, где xy <ё<к+Ах 1135, При 
х-30 Е стремится к нулю, принимая но все промежуточные значения, но 
лишь такую их. последовательность, при которой cost стремится к нулю. 


1136. 0,833. 1137. 0,57. 1138. 1,0414. 1139, 0,1990. 1140, 0,8449. 1141. 1,7858. 
1149*. Требуемое неравенство вытекает из возрастания функций уз в 
интервале (0,7/2). 1150. {-,-1) возрастает, (-1,3) убывает, (3,+ =) возрас- 
тает. 1151. (-«,-1) убывает, (-1,0) возрастает, (0,1) убывает, (1+°) возрас- 
твет. 1152. (-=,-1/2) возрастает, (-1/2, 11/18) убывает, (11/18, + =) возрас- 
тает. 1153. (0, 2a/3) возрастает, (2a/3,a) убывает, (a,+ =} возрастает. 
1154. (->,-1) возрастает, (-1,1) убывает, (1, + «) возрастает. 1155. (-, 0) 
убывает, (0,1/2) убывает, (1/2,1) возрастает, (1, + co) убывает. 1156. (~, 0) 
возрастает, (0,+ =) убывает, 1157. (-,0) убывает, (0,2) возрастает, (2, + 0) 
убывает. 1158. (0,1) убывает, (1. ¢) убывает, (е, + <=) возрастает. 1159. (0, 1/2) 
убывает, (1/2, +) возрастает. 1160. (0, /3) убывает, (п/3,5п/3} возрастает, 
(6/3, 27} убывает. 1161. (0,1/6) возрастает, (п/6, л/2} убывает, (п/2, 57/6} 
возрастает, (бл/6,3л/2) убывает, (8n/2,2n) возрастает. 1162. Монотонно 
возрастает. 1163. Монотонно возрастает. 1164. (0,30/4) возрастает, (За/4, а) 
убывает. 1165. у.„. =0 при х=0, y,,,=-1 при x=L 1166. у, =17 при 
х=-Ь у =-47 при X=] 1167, у„.=4 при х=0, у„„=8/3 при 
х=-2 1168. y,,.=2 при х=0, у, = 9 при х=2. 1169. у, =1/т3 при 

—3. 1270, у, =0 при х=0. 1171. y= 0 при х=0, у.„=-2/3 при 
х=1 1172. y.,=2 при х=2/3. 1173. yy... = ¥205 /10 при x = 12/5, 












ОТВЕТЫ 








360 





1174. у. = Ya при х=0, y,,,=0 при х=+а. 1175. у.„=0 при х=6. 
#176. Монотонно возрастает. 1177. у,„, = ВД 8 при #=1/2>, у„=0 при 
1и при х=5. 1178. у„=2,5 при x=] yy, =е(4-е)/2=16 при 
1179. Yyyo=1/2 при t=O, у„-я/8 при x=1 1180. у,„.=0 при 











х= 


х 








ЗВ 143 при x = #п/3, 


220, у = ВВК при х=1/2. 1181. у = 








- cert 
Yow = при х=0, 1182. у „та 1+ при x= уни = ЗН tas ron 


при x=7/6 1183. у, =1/я при x=] уи=-1/л при х=3. 1184. Если 


ab < 0, экстремумор нет. Бели ab>0 и а>0, то у, =2455 при x= FInd, 
если ab>0 иа<0, то у, =-26 при x= Pint, 1185. 13 и 4. 1186. 8 0 0. 


1187. 2 и -10, 1188. 2 и -12. 1189. 10 и 6. 1190. 1 и 3/5. 1191. 3/5 и -1. 
1192. Наименьшее значение равно (&+5}, наибольшего нет. 1193. 2/2 и 
-п/2. 1194. Наибольшее значение равно 1, наименьшего нет. 1195. Наимень- 


mee значение равно (1/е}”*, наибольшего нет. 1196. YO 0. 1197. л/4 uO. 
1208. 4 и 4. 1209. 1. Е210. 6 иб. 1211. 3, би4 см. 1212. 3 см. 1218. 1 см. 


1214. Yav. 1215. Радиус основания и высота равны \/л. 1216. Н=28. 
1217. 20\3/3 см. 1218. 21/278 = 298°56. 1219. Боковая сторона равна 
3Р/4, основание равно р/2. 1220. Боковая сторона равна 8р/5, основание 


2 
равно 4p/5. 1221. 28/3 /3. 1222. 4R/3, 1223. 32, ane 1224. J2aP7h. 


1225. 20 км/ч, 720 руб. 1226. Через 11 часа * 1 час 38 mun. 1227. Рас- 
стояние хорды от точки А должно равняться 3/4 диаметра окружности. 


1228, 48\5/5 и RV5/5. 1229. Высота прямоугольника равна 382": где 


A - расстояние от центра хорды, стягивающей дугу сегмента, а В ~ раднус 
круга. 1230. Радиус основания конуса должен быть в полтора раза болыне 
раднуса цилиндра. 1231. 4R. 1232, = 49, 1233. 60°. 1234. ВУЗ. 1235. 48/3. 


1287. х/З+у/6=Ё 1238. av2 и b¥2. 1289. Площадь прямоугольника = 2x 
х площадь эллипса. 1240. Через точку (2,3). 1241. c(- v6, -¥6). 1242. x=a-p, 
если a> p; x=0, если as p. 1243. Сечение желоба имеет форму полукруга. 
1244. Длина балки равив 181 м, сторона поперечного сечения равна 242 /3 м. 
1245. Искомое значение равно среднему арифметическому результатов измере- 
ний: x = 1, 1246. В 3 км от лагеря. 1247. На высоте в /2 


Е 
1248. расстояние от источника силы I равно ут. ИНЫМИ словами, рас- 
Tee 


стояние | делится искомой точкой в отношении YT, :/1». 1249. 2,4 м. 
1250. Ри =kP/¥i+k при @=arctgh 125 =45. 1252. 26+/56/0 и 
2а+ fSa/b. 1258". НЕ ту, где L - образующая конуса. Принять во вви- 
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мание, что разность между расстоянием от центра шара до вершины конуса и 
радиусом шара равна разности между высотой конуса и высотой погруженного 


сегмента. 1254. R/4 1255. R/2 1256. Plp,+pv2). 1263*. 3/4. Так как 
=0), то значение этой константы равно значению 





функция есть константа (у’ 
данной функции при любом значении x, например при х=0. 1264. л. 1265. 0. 


1267. у„„. =4a°/27 при х=а/3, у„=0 при х=а. 1268. ум =а* /16 
при x=4/2 у„„=0 при х=0 и при х=а. 1269. унис= -2а при х=-а, 
Умин= 2a при х=а. 1270. y,,..=5/4 при х=3/4. 1271 у„=1 при x=], 
м = -1 при х=-1. 1272, у„„=1 при х=0. 1273. vy, =4/е? при х=3, 
Yom =0 BPH х=0. 1274. „те при х=е. 1275. уз, = {6 при х=е. 

1276. При a =2 максимум. 1277. «= -2/3, 5 =-1/6, 1278, Выпукла в окре- 
стности точки (1,11), вогнута в окрестности точки (8,3). 1279. Выпукла 
в окрестности точки (1, л/4), вогнута в окрестности точки (-1 -п/4). 





1280. Выпукла в окрестности точки (/е’, -2/е*), вогнута в окрестности точки 
(1,0). 1287. Точка перегиба (/3,-250/27). Интервалы: выпуклости - 
{-<=, 5/3), вогнутости - (5/3 + =). 1288. Точек перегиба нет, график вогну- 
тый. 1289. Точки перегиба (2, 62) и (4,206). Интервалы: вогнутости — (-=,2), 
выпуклости - (2.4), вогнутости — (4+ ©), 1290. Точки перегиба (-3, 294) и 
(2,114). Интервалы: выпуклости - (-<,-3), вогнутости - (-3,2), выпукло- 
сти - (+ =). 1291. Точка перегиба (1-1). Интервалы: выпуклости — (-=е,1), 
вогнутости ~ (1,+ o). 1292, Точек перегиба нет, график вогнутый. 1293. Точ- 
ки перегиба (-За, -92/4), (0,0), (За, 90/4). Иятервалы: вотнутости ~ 
(=, -3а). выпуклости - (-3а,0), вотнутости - (0,3а), выпуклости - 
{82.+ 0). 1294. Точки перегибь (а). Интервалы: выпуклости .— (~2, 5), 
вогнутости ~ (, + =). 1295. Точка перегиба foresin В, (вт), Интервалы: 
вогнутости ~ (3 асе 851], выпуклости - faresin Я, 4), 1296. Точки 
перегиба (+1, 12). Интервалы: вылуклости - (-=, -1), вогнутости - (-1,1), 
выпуклости — (,+ =). 1297. Точка перегиба (ем, ет) Интервалы: вы- 
пуклости - (0,ae%/*), вогнутости — (ac*”?, + =) 1298. Точек перегиба нет, 
график вогнутый. 1299. Точка перегиба (1/2, аа), Интервалы: вогнуто- 
сти- (-=,1/2} выпуклости - (1/2, + <). 1300. Точка перегиба (1,~7). Ин- 
тервалы: выпуклости - (0,1), вогнутости — (1, + «). 1305. а=-3/2, b=9/2, 
1306. «=-20/3, B=4/3. Точками перегиба будут также точки (-2,-2,5} и 
(0,0). 1307. При a<-e/6 и при а>0. 1316. Точки перегиба (1,4) и 
(,-4}. 1317. Точки перегиба при t= 3n/4thn (#=0,1,2....). 

1318. ил. =tcosé, где а<5 <. 1319. е+е' = 2e', где a<E<b. 


1324. Ee. 1325.0. 1328. 1. 1327. о/В 1828. 1/8. 1829. a/b. 1330. -1/2 


13-2102 
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1331. 2. 1332. Ban, 1333. . 1834. -2. 1335. 2. 1336. Ing. 1337. cosa, 


1338. 2. 1339. 1. 1340. 1. 1341. 1/128 1342. 16. 1343. 1. 1344. 1. 1345. -2. 


1346. 0. 1347. 0. 1348. а. 1349. 1/2. 1350. 44? уп. 1351. -1. 1352. 0. 1353. =. 
1354. ас. 1355. 1. 1356. <. 1357. 1. 1358. 1. 1359. г, 1360. 1. 1361. г. 


1362. с". 1363. 1. 1864. 1/2 1366. Значения х” больше, чем значения atx‘. 
1367. Значения f(x) больше, чем значения infix) 1374. 1815) = 1520990; 
№120) = 1728120; 3..ю” 0,03 (абсолютная погрешность). 1375, Ух. 


1376. х=0, у=0. 1377. у=0, 1318. Х=Ь, yao. 1879. х=-Ь у dx-1 


1380, x+y=0. 1381. y= x+2 1382. уззк. 1388. 2-0, y=0, x+y=0. 
1384. x=b, x= 2, узх+3-а) 1385, y+1=0, 2х+у+1=0. 1886. x =-1/e, 
yextlfe 1887. х=0, y= x, 1388, х=0, унх+3 1389. уз Ех 1 

1390, y= 2x4n/2, 1391. уча, eon f(x) не еоть тождественная постоянная. 
1392, Если fim о) == а jim wt) =6, To у=Ь ~ acumnrora; если Вау 


а В 9) = a, то х=а - acumnrora. 1893. x=-1, y=0. 1394. у-1 хе 
aly 


1305. y=t}x—h 1396: x+y+a=0 1397. x=2 2x+8y+1=0, 6x-40y+9=0, 
1398. Определена везде. График симметричен относительно начала координат. 
Уи =1/2 при х=Ь у„=-1/2 при х=-Ё Точки перегиба графика 
(-¥5,-v8/4), ©.0) и (8, 3/4), дониитола y =0. 1399. Определена везде, 
кроме значений х = #1. График симметричен относительно оси ордниат. Мак. 
симумов нет. y,,,=1 при x=0, Точек перегиба нет. Асимитоты х= 1, 
¥=0. 1400. Определена везде, кроме значений х= 31 График симметричен 
относительно начала координат, Экстремумов нет. Точка перегиба (0,0). 
Асимитоты х=-1, x =1, ©. 1401. Определена везде, кроме значений 
wel e=2 и x8 цы, = -260 при х=2.58, у, =2,60 при x=1,42 То- 
‘чек перегиба нет. Асимитоты += x=2, x=3, y=0. 1402. Не определена 
при x= iL График симметричен относительно оси ординат. у. =O при 
х=0, Минимумов нет. При х<-1 возрастает, при х>1 убывает, График не 
имеет точек перегиба. Асимптоты х=#1, y=L 1403. Определена veone, трафик 
<симметричен относительно оси ординат, у, =-1 при х=0; (1,0) и (-1,0} - 
точки перегиба графика с горизонтальной касательной; (+/5/5, - 64/125} - 
точки перегиба. Асимптот нет. 1404. Определена везде; график симметричен 
относительно осн ординат. у, =0 при х=0, Yuen = -27/8 при х = #1/2. 

Точки перегиба графика с горизонтальной касательной (+1,0). При x=40,7 и 
х=#0,26 — еще четыре точки перегиба графика. Асимитот нет. 1405. Onpeze- 
лена везде, кроме х-0. y,,,=3 при x=1/2 Максимумов нет. Точка переги- 
ба графика (-¥2/2,0). Аонмитота x=0. 1406. Определена везде, кроме 
х=0. График симметричен относительно оси ордиват. у,„=2 при x=tL 

Максимумов нет, График не имеет точек перегиба. Асимптота x = 0. 
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1407. Определена везде, кроме х=1. у,„=-1 при х=0. Максимумов нет. 
Точка перегиба графика (-1/2,-8/9). Асимптоты х=1 и у=0. 1408. Опре- 
делена везде, кроме x = +\3. График симметричен относительно начала коор- 
динат. у. =-45 при х=3, y,,,=4,5 при х=-8. Точка перегиба графика 


(0,0). Асимптоты x = х+у=0. 1409. Определена везде, кроме x = -1. 


и 
Минимумов нет. у,„=-88 при с=-3 Точка перегиба трафика (0, 0). 


Асимптоты х=-1 и у=1х-1. 1410. Определена везде, кроме x= L Макси- 
мумов нет. у„„ =27/4 при x =3/2 Точка перегиба графика (0, 0}. Асимито- 


та х=Ё 1411, Определена везде, кроме х=Ё у, =0 при х=0, уз 


при x = 4. Точка перегиба графика (- $, -Р). Асимитоты х=1 и у=х. 
1412. Определена везде, кроме х=-1. у,„=2/27 при х=5, у, =0 при 
х=1. Абсциссы точек перегиба графика 5+ 28. Асимототы х=-1 и у=0, 
1418. Определена везде, кроме х=0. у, =Т/2 при x=1, уи=-Ш/б при 
х= -3, yyy = 27/8 при х=2. Абецисса точки перегиба графика 9/7. Асимп- 


тоты x=0 ину 1х +1 1414. Определена везде, кроме х=0. Максимумов 


нет. у. © -0,28 при х=146. Абециеса точки перегяба графика - 2. Асим- 
птота х=0, 1415. Определена везде, кроме х=0. у. =-2,5 при х=-% 
минимумов нет. График не имеет точек перегиба, Асимптоты х=0 и y= x. 
1416. Определена везде. у,„.=1/е при х=1. Минимумов нет. Точка переги- 
ба графика (2 2/e*) Асимтота y=0. 1417. Определева веде. You, = 4 /е? 
при х=2, у„„=0 при х=0, Абециесы точек перегиба графика 2+ V2. 
Асимптота у=0, 1418. Определена везде, кроме х=0. у -е при x= 1 
Максимумов нет. График не имеет точек перегиба. Асимитоты х=0, у=0. 
1419. Определена при х> -1. у„„=0 при хз 0. Максимумов нет, График не 
имеет точек перегиба. Асимитота х=-1. 1420, Определена везде. График 
симметричен относительно оси ординат. у„„=0 при х=0. Максимумов нет. 


Точки перегиба графика (+1, п2). Асимптот нет. 1421. Определена везде. 
График симметричен отяосительно оси ординат. у,„=1/е при xed, 
у..=0 при х=0. Абецисеы точек перегиба графика +5417 /2. Асими- 
Tota y=0. 1422. Определена везде. у„„. =27/е* при х=3. Минимумов нет, 
Абециссы точек перегиба 0 и 3443. Асимптота у=0. 1423. Определена вез- 
де. Графих симметричен относительно начала координат. у„. =1/\ при 
х=1, ум =-1/\2 при х=-1. Точки перегиба графика (0, 0}, (в. ie”) 
и (в ‚- 22). Асимптота y=0. 1424. Определена везде, кроме х-0. 


Экстремумов нет. График не имеет точек перегиба. Асимитоты х=0, узо и 
у=-1. 1425. Определенв при x >0. Экстремумов нет. Точка перегиба графика 


fet a? +g). Асимптоты x=0 и y= x, 1426. Функция определена при 


13+ 
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8 <х<-1 и при O<x<to. В интервале (-»,-1) возрастает oT € до +5; В 
интервале (0, +=) возрастает от 1 до е. График состоит из двух отдельных 
ветвей. Асимптоты у=еи х=-1. 1427. Определена везде. Экстремумов нет. 
При х=+Ал (k=1, 3, 5, ...) стационариа. График симметричен относительно 
начала координат, не имеет асимптот; точка перегиба (дл, т) (#=0, +1, 
#2, ...); в точках перегиба график пересекает прямую у=х. 1428. Определена 


везде. График симметричен относительно оси ординат. Точки экстремума 
удовлетворяют уравнению щх=-х. Абециссы точек перегиба удовлетворяют 


уравнению хшх=2. Асимптот нет. 1429. Определена в интервалах 
(-n/2+ 2hn, %/2+2hn) где k=O, +1, #2, ... Период 2л. График симметричен 
относительно оси ординат. у„„, =0 при x= 2kn. График не имеет точек пере- 
тиба.  Асимитоты x=n/2+hm. 1430, Определена в интервалах 
(-n/2+2hn,n/242kn), rae k=0, #1, #2. Период 2x. График симметричен 
относительно оси ординат. у,„ =1 при x=2kn. График не имеет точек пере- 
гиба, Асимитоты x= /2+kn. 1431. Определена везде. График симметричен 
относительно начала координат. у,„, =л/2-1 при х=-1, у, =1-л/2 при 

















. х=1. Точка перегиба (0,0). Асимптоты у=хёл. 1432. Определена везде, 
кроме х=Ти x=3. у, =1/е при х=2. Минимумов нет. Асимптоты х=1, 
д=З иу-=1. 1433. Определена везде. Период 2л. у„„=1 при х=йк, где 
h=0, 1, #2, 5 Yue SOL При x=m/2+2kn и у. =1+1/е при 
x=Gn/2+2kx, Асимитот нет. 1434. Определена везде. у,„=4/27 при 
х28/27, у =0 при х=0. График не имеет ни точек перегиба, ни асим- 


птот. 1435. Определена везде, График симметричен относительно оси ординат. 
Умные =O При х=0, у„„=-3 при х= +1. График не имеет ни точек перегиба, 


ни асимптот. 1436. Определена везде. График симметричен относительно нача- 
ла координат. у,„,=2/3 при х=1, у,„=-2/3 при х = -1. Точка перегиба 


графика (0,0). Асимитот нет. 1437. Определена вводе. у, =2 при х=0, 
Yuen =O при х=-1. Точка перегиба графика (-1/2,1). Асимитота y=1. 


1438. Определена везде. у„„, =2,2 при х=Т/И, у, при х=1. Абсцис- 





сы точек перегиба графика -1 и зай, Асимптот нет. 1439. Определена везде. 


у.е = 244 при x=4, у.=0 при х=0. Точка перегиба графика (6, 0). 
Асимптота х+у=2. 1440. Функция определена при x20, двузначна. Функ- 


ция узх+ =" (верхняя ветвь графика) монотойно возрастает. Функция 


у=ж- Ух? (нижняя ветвь графика) имеет максимум пря x = 20 /5. График 
не имеет ни точек перегиба, ни асимитот. 1441. Определена при х>0, дву- 


значия. Функция y= x? + yx" (верхияя ветвь графика) монотонно возрастает. 


Функция уе (нижняя ветвь графика) имеет максимум при 


x=16/25. Абецисса точки перегиба нижней ветви графика 64/225. Асимп- 
тот нет. 1442. Определена при х2-1, двузначна. Экстремумов нет. График 











симметричен относительно оси абецисс, имеет точки перегиба (0,1) и (0,-1). 
Асимптот нет. 1443. Определена wa отрезке [-1,0] и в интервале (1, +0), дву- 


значна. График симметричен относительно оси абсцисс. Vy sce = fz 73 при 


x=-¥3/8, Абециеса точек перегиба графика Да /3. Асимптот нет, 
1444. Определена при х>0, двузначна. График симметричен относительно оси 


абсцисс. |у| = 42/9 при x=1/% График ве имеет точек перегиба. Асимп- 


тот нет. 1445. Определена при х=0 и при х>1. Начало координат — изоли- 
рованная точка. График симметричен относительно оси абецисс. Экстремумов 


нет. Точки перегиба графика ( 18, #48 19). Асимптот нет. 1446. Определена 


при х<0 и при х>\2, двузначна. График симметричен относительно оси 
абециее. |y|  =1 при х=-1. График не имеет точек перегиба. Асимптоты 





х=0 ину +43 /3. 1447. Определена при х5-2 и при x>0, двуначна. 
График симметричен относительно прямой у=х. ум. =-2 при х=1. График 
He имеет точек перегиба. Асимптоты х=0, у=0 и хчу=0. 1448, Определе- 
на при -а<х<а, двузначна. График симметричен отяосительно оси абоцисс. 
|. = а при х=-2(45-1). Точек перегиба нот. Асимитота x= a. 
1449. Определена при 0<х<4, двузначна. График симметричен относительно 
оси абецисе. fy} = Va при х=3. Абецисса точек перегиба графика 3-8. 
Асимитот нет. 1450. Определена при -25х52, двузначна. График симметри- 
чен относительно осей координат. |у|,=3\/5 при x = 41, Точки перегиба 
трафика (0,0) и (+ ¥3,+ 3/5). Асимптот нет. 1451. Определена при 
-15х<1, двузначна. График симметричен относительно осей коордиявт. 
ыы. =1/2 при x= +2 /2. Точка перегиба графика (0,0). Асимптот нет. 
1452. Определена при х>1, двузначна. График симметричен относительно оси 
абсцисс. |у lew * 1 при x=2. AGenneca точек перегиба 28. `Асимотота 


у=0. 1453, Определена при 0<х<2а, двузначна, График симметричен отно- 
сительно оси абсцисс. Экстремумов нет. Точек перегиба нет. Деимптота x = 2a. 
1454. Определена при х<0, при 0<х<1 и при x22, двузначна. График 
симметричен относительно оси абсцисс, имеет асимптоты х=0 и ys tl и две 


точки перегиба. Экстремумов нет. 1455. Определена при -о<х<0 и при 
O<x Sa, двузначна. График симметричен относительно оси абецисс. Экстремумов 


нет. Точки перегиба графика |e (4 -1), +3774]. Асимптота х=0. 1456. Опреде- 
лена при -15251 и ри x=22, двузначна. График симметричея относительно 
осей координат и имеет две изолированные точки: (42,0) |у|„„=1 при 
==0. Точек перегиба и асимптот нет. 1457. Определена при -1Sx<1, дву- 
значна. График симметричен относительно осей координат. | ке =1 при 
х=0. Точки перегиба графика (р (2.402 /4). Асимптот нет. 1458. Onpe- 
делена при xS-1 и при х>1, двузначна. График симметричен относительно 
осей координат. Экстремумов нет. Точки перегиба графика (ev „1 /2). 
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Асимитоты ух. 1459. Определена при х>0, двузначна. График симмет- 
ричен относительно оси абецисе. || =1 при х=1/2. Абецисса точек пере- 


rua графика 1 





. Асимптота у=0. 1460. Определена везде, кроме х=0. 
Экстремумов нет. Точка перегиба графика ¢ 1/2. +1 72). Асимлтоты 
x=0 и х+у=1. 1461. Определена везде, кроме x=n/2+kx, где k=0, 41, 
42, ... Период x, Экстремумов нет. График ве имеет точек перегиба. Асимп- 
TOT x=n/2+kx. 1462. Определена везде. График симметричен относительно 
оси ординат. Точки экстремумов удовлетворяют уравнению x= щх. Асимпто- 
та у=0. 1463. Определена везде. Экстремумов нет. График не имеет точек 
перегиба. При х<0 функция тождественно равна линейной функции 
у=1-х. Acumntota х+у=3. (0,1) - угловая точка графика с двумя различ- 
ными касательными. 1464, Определена везде. График симметричен относи- 
тельно оси ординат. у =3 при х=0, у,ш =-1 при х=+2. График не имеет 
ни точек перегиба, ни асимптот, и правая его часть представляет собой часть 
параболы у=х*-4х+3, лежащую правее оси ординат. {0,3) - угловая точка 
трафика с двумя различными касательными. 1465. x(t) и y(t) определены при 
всех t, a их) - при воех x. (-8,3) - максимум, (5, -1) - минимум, (1,1) - 
точка перегиба, Асимитот нет, При x -» 400 угол наклона линии к оси абоциее 
стремится к 45°, 1466. x(t) и y{t) определены при всех t, а у(х} - при всех 
x, Асимитоты y=x и у=х+6я; (-1-8л, -1+8и/2) - максимум, (1-3 1-3х/2) - 
минимум, (-3л, 0) — точка перегиба. 1467. x(t) и y(t) определены при всех #, 
кроме ¢=-1, Асимптота x+y+1= (0,0} - точка самопересечения, каса- 
тельными в этой точке служат оси координат. Точек перегиба нет. В первом 
квадранте — замкнутая петля. 1468. x(¢) и y(t) определены при всех #. Функ- 
ция y(x) при х<-1/е не определена, при -1/e<x <0 эта функция двузнач- 
Ha, при х>0 - однозначна. Линия симметрична относительно прямой 
x+y=0. Максимум - (е,1/е). Имеются две точки перегиба. Координатные 





оси служат асимптотами, 1469. Замкнутая линия, симметричная относительно 
оси абсцисс, с точкой возврата (а, 0}. 1470. Замкнутая трехлепестковая роза. 
Функция определена на отрезках [0, 2/3], (82/3, п), [4п/3, 51/3]. Экстремумы 
при ф=я/6, ф=5л/б и ф=3л/2. 1471. Функция определена в полуинтер- 
валах [0, п/2), [п, 81/2). График функции симметричен относительно полюса. 
Прямые х=а и х=-а являются асимптотами”. 1472. Функция определена в 
полуинтервалах [0, л/2), [8п/4, 31/2) и на отрезке [7x/4, 2л]. График функции 
симметричен относительно полюса. Асимптоты х=а и х=-а. В полюсе кри- 
вая касается прямой = 3x /4. 1473. Существует при всех значениях $. При 
ф=0 максимум равен 2а, при ф=п минимум равен 0. Линия замкнута, сим- 
метрична относительно полярной осн. Полюс - точка возврата. 1474. Функция 
определена на отрезках [0, л/2 + агесоз1/Ъ], [8n/2-arccosi/b, 2я]. В точке g=0 
функция имеет максимум, равный а(+5), в точках ф=л/2+ агесоз1/ и 





® В этой и следующих задачах асимлтоты даны в декартовой системе ко- 
ординат, у которой осью абсцисс служит полярная ось, а осью ординет — пер- 
пендикуляр к полярной оси, проходящей через полюс. 
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= 3n/2 —arecosl/b - минимум, равный 0. График функции симметричен 
относительно полярной оси. 1475. Существует при ‹>0. Точка перегиба 
(= 10.5). Полиршая ocx является асимптотой. Линия спиралько завивается 
вокруг полюса, асимптотически приближаясь к вему. 1476. Существует при 
Ф>0. График - спираль, исходящая из полюса и асимитотически прибли- 
жающаяся к окружности р=1. 1477. Существует при -1<t<1, расположена 
целиком правее оси ординат. Замкнутая линия. Максимум при #=0 (ф=1 радиа- 
HY, р-1). Точек перегиба нет. При # = #1 касается оси ординат. 1478, Четырех- 
лепестковая роза. Начало координат - двойная точка самоприкосновения, 
1479. Линия целиком лежит в полосе -av2 /2<х<а{2 /2. Симметрична 
относительно начала. Асимптота х=0. (0,0) - точка перегиба с осью абецисе 
в качестве касательной. Имеются еще две точки перегиба. 1480. Симметричная 
относительно четырех осей х=0, у=0, y=x, у=-х замкнутая линия с 
четырьмя точками возврата: (а,0}, (0,а), (4,9) и (0,-а). Начало коорди- 
ват — изолированная точка. 1481. Симметричная относительно осей координат 
Начало 








и биссектрис координатных углов линия. Асимитоты (х+у}=1. 
координат — четырехкратная точка самопересечения; в ней ветви линии каса- 
я координатных осей. Линия имеет форму «мельницы». 1485. Остальные 
корни простые. 1486. 0д<х<0,2. 1487. -ОЛ<х, <-08 и 0,8 <х, < 0,9. 
1488. 0,32 < x < 0,83. 1489. Зла <, <-3,10, 0,22 < x, < 0,23 и 2,88 < x, < 2,89. 
1490. 0,882, <0,39 и 124<х, <1,25. 1491. -0,20<х<-0,19. 1492. 
0,84 <х< 0,85. 1493. 163<х<164. 1494. 1531 <x < 1,538. 1495. 
0,826 <х<0,827. 1496. 1,096 <х<1,097. 1497. 0,64<х<0,65. При O<a<t 
существует единственное действительное число, равное своему логарифму, 
притом меньшее 1. При 1<a<el/* существуют два различных числа, равных 
своим логарифмам; одно из интервала (1, с}, другое из интервала (е, +=}. При 
=e)! единственным числом, равным своему логарифму, будет число е (OHO 
является двукратным корнем уравнения log, x= x). При ©" <a<to we су- 
ществует действительных чисел, равных своим логарифмам, 
з 
1498. (x — 4)! + 11(— 4)" +4 + 21(x -4)~56, 1499. (x 41) - (x +1) +8. 
1500, (x1)! + 10(x = 1)? +45(x 1} + 120{x - 1)! + 210( - 1)? + 
+ 249(x —1)° +198(x ~ 1)! + 90(x ~ 1)° + 18(x = 1)" — 5(e -1)-1. 
1501. x° - 9x5 +304“ —45х' +804? -9х+1. 1502. /{-1)=148: 7'{0)=-60; 
yy с 

10-26. 1503. (eri + CU Tear 8 
0<9<1. 1504. +e Set ips perms ie, rue 0<0<1. 
a4 (eos), fx-ay _ een (on-2y(x-4)" (1) @aytix-ay? 





=~ (x+1)-(x+1)-. 











1505. 2+ 28 --F 512 ИЯ ae 
Bt ga en ate eel. 
mae 0<0-<1. 1806. ан ne EEE ме оо 


1507. (к-т. 
6", ВЕ 


0<9<1. 
GDGMe” обочине “Me 949 < 
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ee i a 


a a 
прения 
+ Cue sin20x, где 0<6<1. 


1509. 2- (x-2)+ (2) - (и -2) + O22, ye oc 0 <1. 
L+0(e-2)* 
4 


I+2sin? 8: ad 
1510, x + AP Е, где 0<0<1. 1611. х+ + р» me 0<9<1. 


1512. 1-2 13544), 1351. ie)! 
Ld) Sef - Bes Teer 281. 


1513*. В силу существования третьей производной имеем f(a+h)= f{a)+ 





2 
+576) + 4." @)+ 5+0). Сравнивая с выражением в текоте, получаем 


ма +0) = т Га+ви), т.е. АеНАЕГЬ) „ g Flores) _ 





=1/"@+6,1), Остается совершить предельный лереход при # > 0 
1514. Функция убывает. (0.3) - точка перегиба графика. 1515. Функция 


имеет минимум, равный 1. 1516. Функция имеет минимум, равный 2. 
1517. Функция имеет максимум, равный -11. 1518. Функция возрастает. 
(0,0) - точка перегиба графика. 1519. Функция возрастает. (0,4) - точка 


перегиба графика. 1520. /(х)=1-6(х-1)+(«-1} +...5 (1,08) = 0,82. 

1521. f(x)=821+1087(x- 2) + 1648(x—2)'+...;. /(2,02) = 3434; (1,97) = 2899. 
1522. f(x) = 14 60(x -1)+ 2570(х -1} +..5 £1,005) = 1364. 

1523. f(x) = ~6 + 21(x - 2) + 50(x- 2)'+..; 2) =-34; (2) = -8;36399; 

3 = 0,086; 5’ = 0,011 = 1,1%. 1524. 1,65. 1525. 0,78, 5 < 0,01. 1526. 0,342020. 
1527. 0,985. 1528. 0,40, 5 < 0,01, 1529. ¥2/4 1580. a/b*; ь/а?. 1531. 36. 


1532. 0,128. 1683. v3/4 1534. 0. 1535. 1. 1536. 2. 1537. 6|x|/A+0x‘)””. 


ea mul 


1538. ааа‘. 1589. Jeosx|, 1540. 


sepia 
isan, Leeorner 1542, 


i {peed Py gem ydo-2)e 





. 1543. 1/6. 1544. 2 __. 1545. 2. 
ых зао] no 


1546. 3. 1547, 1 1548, 19 1549. _o? ok 
36 1+? а oftee?)? вони 








125. 1555. (х- 2)" +{y- 2) =2. 


so} 4 (y 9) az. 


a?, 1559. (2/4, a/4). 


1550, ви 1554, ии 





1556. (x +2)’ +(y- 3)’ =8, 1557. (= 


ве 





1560. (2. ~4ina). 1561. {-4in2. 2). 1562. При t= kn. 1563. 3. 
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1566. а=3, 6 =-3, с=1. 1567. y =-x° - 06x" + 4,5x° + ОДх?. 





[зе 12-9 Е 
1568. gaye et te 15089. вены )x%/a', 





testes босые, asm, teeny, 
паузу; En) +G-n)=20% 1571, ge a [Mey +a), 


_ By? +201 _ ЕТ 3\* 
Е, 1572. ¢= 419, пез! 8, 2-28 пы). 


1573. (3n/8)' + ба?{8 1/8} + 30% =0. 1574. £7 +3 = (20)**. 1576. Да, мож- 


но. 1579. aol Gy -1| 1580. sh) 1581. ба. 1582+, 16a. Получив пара- 


метрические уравнения эволюты, преобразовать их к новым координатам и 
параметру, положив x =—x,, у=-у, ё=1 +m. 1583*. Воспользоваться зави- 





енмостью между длиной эволюты и приращением радиуса кривизны, 


К главе У 


1592. 1) [he + lex 2) оды 3) Jonxax; 4) [e-22)as: 
a 3 5 


р 
5) а-я 6) бо ада, 1593. 20-4/n и 2044/m w= 4/n; 
0 1 


a=. 1594. a= 149/600 «0.248. 5 » 0,039, 1595. 31,5. 1596. 102, 
1597. ah = 40 см?. 1598. 102, 1599. 8. 1600. 211. 1601. 21. 1602. 140 см. 
1603. = 122,6 м. 1604. 203 см. 1605. 625 Дж. 1606, 4 см. 


ino 


ъ 
1607. а) т, = $, № -&), t=» ь=Т; 6) m= 5 
Ty 








2; 6) 8= мов 
® 


1609. Q, Ува). %=0, &=1; 9- [пом 


0 


1608. а) 6, = Svein ~ ti) to=Tor t, 








1810.9) л, Hou ENluth wate et 6 A= food 
\ 
1611. 1500 Кл. 1612. = 67600 Дж. 1613. 2880 Дж. 


e | 
1614. a) Р. Ух), xy 20, x, =b; 6) p= [схах. 

о 
1615. a) а6?/2-1875 H; 6) прямая должна быть проведена на расстоянии 


в/В =17.7 см от поверхности. 1616. ¢~1. 1617. и”. 1618. 1) 50; 
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2) 4a; 3) №; 4) тор; 8) о 2+1); 6) tm; 7) 81 9 =. 


15? wel? 
выражение, предел которого ищется, в виде п-й интегральной суммы некоторой 
функции. 1620. In2. 1621. ш2. 1622*. Ing, шз= Л. См. задачи 1620 и 1621. 
а 
16234. 1) act ее; 2) alna—a+1; 3) РК. 


находится при помощи дифференцирования суммы членов геометрической 


10) ее] 11) 4; 12) 16-2; 13) 0. 1619*. -L., =1,67-10"'. Записать 





Выражение g + 2q?+...+ng” 


прогрессии. 1624, flsn fax = 2 [шах 1625. 1/2 1626. 64/2 1627. 8/5. 
1630. 8< 1 «9,8. 1631. 8<1<5. ° 1632, п<1<2л, 1638. 20/29</<L 

1634. n/9<I<2n/3. 1635. ots 1< gL, 1636. 1) Первый; 2) второй. 

1687. 1) Порвый; 2) второй; 8) nepaniis 4) второй. 1640, 0,85</<0.90. 

1641. 0) Le Fe V2 = 1414; 6) 1< 1 < BE = 1,207; в) 17 7 ~ 1,005. 

1642, y,, =H) 5, а, 1648. и, = эль +03). Beam диз 20, то 
в одной точке; если ж<0 и x,>0, то при соблюдении неравенств 
-®/2 5х, <-2х в двух точках, в противном случае — в одкой. 1644. 24,5. 
1645. ла/4. 1646. 0. 1647. 2) = 1m. 1648. 11 A. 1649. - 1558 Br. 1650. 1) 4 
2) я: 3) oe. 1651. = 24%. 1852. A= 1005+ 25s" Дж, г — путь в мет- 
pax. 1658. 4 = Hye + ase? +6), тде a= fe, B= Suerte 


th 





1654. Q = egt + a2 +o 1655. dS=10, AS = 10,10088... 1656. 48 =1. 


1657. Ax AS 4$ а 5 
1 92,25 64 28,25 0,442 
о 6,644 6,4 0,244 0,0382 
0,01 0,6424 0,64 0,0024 0,00876 


1658. 1/3. 1659. 0; V2/2 1. 1660. 4 [ (ии = -f(x), 1861. 





5/4. 





1662. этак. 1668. 1) x; 2) 4кшх. 1664*, 2In? 2x~ In? x, Представить инте- 





трал fe xdx в виде суммы интегралов fu хах+ ] In? xdx, где а>0. 








2665. у’ =~ Sk, 1666. 1) 4 Fe = tats 2) 4 sie : ‘1687. -2. 1668. Минимум 
é 


при х=0. К0}=0. 1669. 1. 1670. у„„=5/6 при eth we 22/3 при 
x= 2. Точка перегиба графика (3 /2,3/4). 1672. уз $ 2) -15; 3) 52; 4) 48; 


4. = ; -\2; : 
5) asd, 6) 0,08; 7) 2-2; 8) 6% к зе -5 19 


| 










- 1673. 1) 2; 2) 0; 3) е#-1; 4) 1; 5) 2/4; 6} 2/6 
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Кглаве VI 


1676. 243° +¢, 167. a. с. 1678. С-1. 1679. - 0.434310" +С. 





+С. 1683. = 41x40. 





1680. 0" с. 1681. fz +c, 1682. ПЕ 


Pine 


1684. и-ш + С 1685. 2x7 Je 4x+C, 1686. сша. 
1687. C-10x? + 15х°2 - 362х148, 1688. 2-211]2|-№+С. 1689. аа sc, 


1690. Е 1691. эт +0. 


1892. taresin x + С. 1693. 3x— 215" + С. 1694. Ligetx)+c. 
в 
1695. C-ctgx~tgx. 1696. шх-х+С. 1697. С-сщх-х. 1698. x~sinx+C. 


1699, arctgx- 1+ С. 1700. injx}+2arctgx+C, 1701. tgx+C. 1702. тх+С. 





в 
1703. suzy С. 1704, Чик. С. 1705. эф я" + С. 1706, ес. 


1707. ¢- =r 1708. a +C, 1709. С-В (в - 3+)". 


2 ‘s 3 
1710. с- 29 ати. an yar be +0. 1112. Bix? 1) +0 





1713. c-1 fa- x)’. 1714. 3, (x +2)" +с. 1718. fete 4c. 


1716, 24442 +. 1717. Saft +1} +0, 1718, 3x? 5х +6 40. 


1719. Asin! + С. 1720. seox +. 1721, 3Veinx +C. 1722, C- Leos’ x, 
+ 








1723. 2 (ша)! +c. 1724, feed с. 1725. Ср 
1726. 2Ji+tgx +С. 1121. sinx+C. 1728, в + шх)+С. 1729. вт 8х + С. . 
1730. rcosa~}sin2x+C. 1731. С -toos(2x-3). 1732. C- tsin(t~ 2х). ; 
1733. Ltg(ex-4)+C nan L(tgax—secax)+C. 1784. e-cosle’). 
1738. Inft+x*)+C. 1736. писки + С. 1737. in(x? -3x+8)+C. 
1738. Lin|2x-1]+C, 1789. Маре +m|+C. 1740, Line? +1)+ С. 
1741. dine? ++ С. 1742. ве" +1}+с. 1148. dink? ка). 
1744. C~Infeos x]. 1745. In|oin x|+C. 1746. C-1In|eos3z|. 
1747. Lin|sin@x +1] +С. 1748. C-In (14 cos? x). 1749. Infina[+€. 

me 


1750. B24, если т = -1, и шп] + С, если т 


1751. 2“ +С. 1752. e*** +С. 1153. 


1. 





Fa + С. 1154. C- 4. 
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1755. 
1758. 


1761. 


1764. 


1767. 
1770. 


1773. 
1775. 


1777. 


1779. 
1781. 
1788. 


1786, 
1789. 


1790. 
1793, 
1796. 
1799, 


1802. 
1805. 


1808. 
1812. 
1815. 
1818, 
1820. 
1823. 


1826. 


. 1756. ое" +С. 1757. С 
aresin= + С. 1759. Такса 5х+С. 1760. darotg 3x +С. 


aresin= + С. 1762. кин к+с. 1763. Laresin Е + С. 


Farctg x? + С, 1765. Larcsin2=+C. 1766. Larctgs=+C. 
st Е а ы avesin 2* 

Faresin xt + С. 1768. Larctg 45+ С. 1769, жен”, С. 

tarctg о. + С, 1771. e* +e +E. 1172. Те + Зе + Зе +х+С. 


aresinx—V1—x? + С. 1774. зи +9}- Тагош + С. 


. aresinx + А-а? + С. 1776, Leretg х? - Наб ++ С 


4-2 
c-avi~ x? ~2faresinx). 1780. сие + (arecos3x}'] 


ж- Аше ++ С. 1782 Нин +С. 


arcsinx + l= +, 1778, ae fe aFl-s-e 


4[e—ginlax+ а] + С. 1784. с-х-6]3- <]. 1785. 2x+3In]x-2|+C. 


des щая-[+С. 1787. x+in(e? +1}+С. 1188. x-2arctgx +0. 
НИЕ 

4 - ху гов х + С. 1791, 

За] + С. 1794. saints : . ня 


арен. 1797. Хы] + С. 1798. bin|2e=8| +С. 


sufi x 
Ben 2G] + ©, 1800. шеща + с. 1801. фана с 
Zarctg + С. 1803. ae +С. 1804, oases +3)+ 
aresin (x - 2)+ С. 1806. in 
E+ аль + С. 1809. pee 1810. ele 1811. ees 
2щЕ-х+С. 1818. зы + 1)-х+с 1814. Lig? x40. 


In(2+sin2x)+C. 1816. и 1817. Lsinsx+dsinz+C. 


goin Gx - Gysin Tx + С. 1819. 125 + singe + Lsindx + Lsin6x}+C. 


мы +5] +С. 1821. ш@+вшх)+ С. 1822. 28 —Infeos x| + С. 


д-р +с. 1824. aveosa( met -1]+ с. 1825. шиза" х+С. 
Baa 


sin’ x 
3 


эшх- +С. 1827. в х- хх +С. 
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1828. С -совд+ 205? х- Leos’ x. 1829. Вх - 1ат2х + уыпах+С. 
1830. Lig? x+injcosx|+C. 1831. C-etgx~ Zetg?x-Letg® x. 

1832. 15021 - № хсов2х + С. 1833. xainx + cosx +C. 

1834. C-e*(x +1). 1835. ВЕ (иаз-1+С. 1836. (ше )+ С. 
1837. шощх-Е+С. 1888. каток — тд +С. 

1839. xarctg Vx - Ух + arctg vx + С. 

1840. 2/7 Тагор ках +C. 1841. xige - + Infoosx|+C. 
1842, 22 +Lxein2x +Leos2x+C. 1843. с- 5). 


1844. Ух? arctga-In( 2+ ies? +0 1845. 2(/х - Vi-x aresinvz)+ С. 


1846. xin(x? +1)-2x+2arctgx+C. 1847, ыы 


1848, иная уни +0. 


1849. (+1) (1 +x)/8- 2° /90+ 22/6 - x/8+C. 
1850. C-e*(2+2x +27), 1851. e*x* - 3x? +6x-6)+C. 
1852, а" (x* /Ina~2x/Ina + 2/In°a)+C, 
1853. C — д? cosx + 8x* sinx + бхсовх - 6sinx. 
‚ато? sindx + 1 сов2х - фата + С, 
ae С 1856. С- би? x+8In?x+6Inx +6). 
сих +8Inx +2} 
1858. x(eresin x)? +2aresiny-V1- x? ~ 2x +0. 
1859. 41 arctg x) О НР 1860, пни) С, 
1861. 4762» - 500625) + С. 1862. > (nsinnx + асовпа) + С. 


1863. £(sin In x — созшх) + С. 1864. seams +sinInz)+C. 


1865*. c-avi-¥ tharesinx. (Положить do = и далее А-а 


преобразовать к виду [pee 

1866+, Буй + Sin(e+ ны + (Положить ий.) 

1867. <2e+C. 1868. Ве -1}sinx-(e-1)tcosx Je" + С. 

1869. — Ш + УЕ] +С. 1870. HEL би? + 6x? +8х+16+ С. 
. 1872. In| ЕН + С. 
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24:28 + Force ПЕР +0. 1874. [Е - пб ++. 
. Загова Ve + С. 1876. 2(vx—arctg Ух + С. 
я 3+1 ати +С. 


ВЕЕТ - min| lax и] 6. 
. хоть зу +в +6 |+. 
. Vr + ane 1 +С. 1881. 27-4 vain +=}, 

зе ная «аш - 1+ 1883. 4 (вет а) с 
т, с. 1885. 2х - три +2щ А+ шх - | +С. 


bet 41 


оу + сов? x)’ в - 200s? х)+ С. 1887. Lin? tex +C. 
ие +). 


. 1891. а resin = > Eva? ~ 2? +С. 1892. С - Laresin wt 


i 
oe, 1804. с 


ey 
= 1897. . 1898. +С. 1899. с- 
c-t. +0 nee с 


1900, [и ~ Wa - x? +2aresin£ + С. 1901. rife + С. 


1902*. arccoshy- ВЕР С. (Можно применить полетиновку x = a) 
) 


1908*, Qaresinyz + С. (Можно применить подстановку x = sin? г. 


1904*, ||, с. (Умножить числитель и знаменатель Ha ©” и положить 
itxe™ 


ret = 2.) 1905. 26 (Ye 1) +. 1908, af(2- Ve он арена |+ С. 


1907. арии + т 51+ С. 1908. xarctgx—Lin(l+ x)-darctg x)? +С. 
hae 


1909, tn lL. - Lerete x-Harctg x)? +c. 1910. 2 (x? +2)’ +0. 


Yass? 


1911, AG se) +e, 1912. 26% +0, 1913, сс. 1914. C-2f-e 
1916. sins? +c, 1916. c-S(2-axt)"". 1947, с- тр +3? 


1918, 2in@t+2°/*)+¢, 1919. с-ш@+е"*). 1920. с- arosine™ 


1921. 2¥1+x? заш(х+й + с 


2 eta -ainlax + Я -4|+с 1928. 2sinJe+C. 
- агош В+ С. 1925. C-LInfl-In? x]. 1926. tlnf х+ 7 +1 )+С. 
3 = Poy 


| (acetgsf"! 


чт +С, если ne -1, и Injaretg >|, если п=-1. 1928. С - 2020: 


. 2=-щх+С. 1980. Legh e+e. 1981. Zig’ x бы? = +9) +6 
. A(tgax + псов? 8х] +с. 1933. Boerner Yr. 
-с- ЕР 1935. es 1936. „Лет ~Ly(1+ 2x)" +С. 
2 (8х - 2а}} (a +x)’ +С. 1938. датах + 2? x +08 +С. 
onto" 6. 1940. e-tnft~x+ ф-2=+= |. 


* таит Ь 
р Hlo( 3x14 Vor -би+2 +. 1942, Laresin 2852 + С. 

c- 85+ 2x—x? — Barcsin-, 1944, Hine? +20 + 2)4-arctg(e + 1)+ С, 
С-В -2к_ x? Чао ай, 1946. Зо fax? 4x +17)+Laretg 252+ С, 
; ale rae+2—an(a i+ Я +2] + С. 1948. ы с. 
. 3+6 +2 урав виа) +0 1950. C-In|2x? - 3x + 
. ага - In bx? + 6x + 18)+C. 
. Minfex +944 vax? +9x-+1]- Svar Ох, 

Horned + Ub infy ye fr Ha 3] vc. 


12 + 8x - вена +с 
$ | EAE lode EF +0 
4956, xarctgx—Lin[l+x°)+C. 1957. Lsin2e -Lecos2x +C. 
1958. оли? ~2}sinae + 2mvcosax]+ С. 1959, «7 [ри ай к) 4c. 
1960. tgxIncosx+tgx-x+C. 1961. раза + С. 
1962. обеды с 1963. 1 пе | +cosar}+C. 


1964. 35(5+3)+С. 1965. с-тшдемых. 1966, ие 
conde > 


1967. 2" + e*/)+C. 1968. ef” +c. 1969, Le? +с. 


зато. вне бт ей нс 
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1971. х- ИР aresine + С. 1972. o- (= чаш). 
1973. S(t ааа + С. 1974. L(tgx +In|tga})+c. 
1975, Injsin+ cosx|+C. 1976. Зы +] С. 1977. seox—tge+ ese. 


1978. sin x - arctgsinx +C, 1979. Vinitgz|+c. 1980. шхштх-Шх+С. 





1981. LE), С. 1982. с 


xt + 2x? +2). 


3988. L(x? +0, 1984. с ани, 


sme, Не = ye x? - 2? не а? +а* aresin + С. 


пов. И " we, 1067 LE sas, Я 


4" a 


"1989. eb) с, 1990. = ae 

1991. ха чаш + - 1+0. 1992, garctg VIF x +c. 

1993. nee с. 1994, фах Infe era ve #2] +e 
Can 








8 
1995*. —2_,.+С. (Удобна подстановка x= sinu.) 1996. jax. 
ey ¢ x ) ем +c. 


2 
+С. 1999. Тау а = Inf 2? +9 +4] +С. 





8/2 
1997, ole _ 1998, 


tax! 








2000. м +6, 2001, 0-2 fic авы. 
2002, C- —“_. 





sei aon, 





2) 


‚2004. arcsine* Ts +56. 2005. 2ve" - 1 —2aretg ve" -1 +0. 
2006. ¢-Lin?(1+4) [подотановка u = 1+1). 
2007. агсщх+ 1 15+ С. 2008. xarceos ГЕ + УХ - али Ve + С. 
2009. зенит } ae +0, 2010. Siig (sig? x + 11) +0. 
д Е : 
2011. ое +С. 2012. в Ес. 2018. ще - зу +с 


2014. ео 











*| с. 2015. 





ear Зах +4] + ия -3|-- На|х|+ С. 


3 
2016. таль 





2017. Lx +In|x}- лох - 1 - Snax ++ С. 
2018. In|2x - 1-6 Вх - 3] +5трх - 5] +С. 























2019. in +c, 20 tall нс. 

202. те, С, 2022, nels 6+ С. 
2023. 43njx]-3Injx-1|-2-+C. 2024. А+ ши+ + С. 
2025. +С. 2026. Ср. 
2027. . 2028. 21| - fet +0 

2029. +С. 2030, £—In{x +1]- scant + 





2031. ее. 





(xi)? 


2032. Ayn) +6. 2033, 2 - имо щи - 3 - пк —2]4C. 


2034. в|-5]-1@+2)- 5+0. 2085. ¢_ x 


(Pay 
2036. о 2037. pnt, + frorete 221+ С. 


pri 
ie af + Foretg + С. 





2088. Lin le arctg 25 + С. 2039. In 
aa ВЫ: an 
2040. И  sretgx +c, 2041. Lin}lte|-Laretg x + С. 






2042. 
2044. 
2045. - 2+2? +2=+2)- 2arctg(x+1)+¢. 
2046. И Загс — ВИ ато В + С. 
pres 


(В знаменатель подынтегральното 





выражения прибавить и вычесть 222.) 
в (22) 
ка: 
меш + С 
2049. Lin|x|- ло ( +1)+ ши +4)- way 


2050. ак + 3. 
8? -вх+13) 


2048. —2-x_ 








2 erctg A + С. 











ОТВЕТЫ 





Sarctg (x + 1)- Зена авкев С. 


ды} 
М зы * arerete $ + 


+ a ae }+ с. 
5 
Pal 


р 
‚залы 


+Abarctg x + С. 2055. мые x ас. 


xt ax’ 
арен С. 


-1 = atl +arotgx + С. 2058, С- 6 
ет 


. aay +1+С. 2060. eA) 


3 
in| =] - iE"? 


Bert), 16+) 


x? 420410 (нию, 


a 3. за 
Вы Ga’ с: 


~ qparctg  - artg(x + 2). 





4 + 4 
» gigfarcte at + 


we EH 
$) af x? 4x08) 
С 5108282 _ aL Зах? [= . 
(> =} aretg x. 2066. ет eat +С. 


рвы 
с + С. 


— a | ee & ws 
tay Wr то ат °С 


. 2МЕ 8х ~ ВУ + OVE +84 +3 + 95+ 


+3 шв - Wx +2) Браге +, 


6 fk (e sap ен ен Цене цен. 


‚№ Ее +2arctg ДЕЕ + С. 


(Ех - мова + С. 
‚буи? м 


2—1 2 
i inh Вена +, Te y= 





ОТВЕТЫ 379 





2075*. 4421 +С. Умножить числитель и знаменатель дроби на Yx-1 и 


зынести множители за знак радикала. 


2076. Зара + уе. 








2077. afin 





4 |, а | 
НТ 24445} 


2078. я +1 -3} у (say ore мены +c. 
2079. 1 241+ 2°) Pais x) Fie. 


rs. 











2080. Lp 82 043 те 2utl 4 С, тде и= 
$ (unt? "п 
2081. Jin Sex 2-1 алк Mest +С. 2082. Lin. 





Reet -х 


2083. Blade +e -3 i+ x +. 


— 23 aretg с + С, где и =Yit de. 








uP sus) 


2085. лы № + Нем + с, mae w= +». 


к 


арын || 


2087. a asst)’ ya [лы ры 
0nd, ay GE) 4 af. 
ai) 


3+ С, THe 


. -=. 
Де бат ан в 
2089. 12) Ea? al I), me и=1+ 4. 


2090. 15сов? x(Beosx—5)+C. 2091. 


2086, с- ft, осы Ну 








+6. 


Boos x 68 


+С. 2093. tgx sees 








2002, чех] 


2004. 2 (tg? x-ctg? я) +зыша|+ С. 2095. sae 


2096. Е тьс. 2097. Leigt-Loig?E+C. 





и $ сов? 45 

2098. Вх + Asin 2x (cos! x + Leos’ x +18) + С. 

2099. х- Бош? x + ctgx+C. 2100. tig*x-2tg*x-Infeosx|+c. 
2101. x-tetg’ x+ Таш" x - dete? xeotgx+C. 


2102. С- ae в + щ[ + 2103. Lin] 





text. 16) 
ны] + Lsinxeosx + С, 
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2104. c- Е. 2105. ыы (1+2 +с. = te Fc 


2107. пон. 2108. jy СЫРЫ. 2109. dfx infsin x + oosel]+ С. 


faa 1-4 sin? x 


supe 


2110. Farcte(2te x] + +, 211. Защ +e. 


2112, = 
15 + cos x) феи :) +e. 
213. а-я) J Inleosx - + С. 


2114. 4, 2 
114. 1х А тес 


2115. а + 4 aresin АННЫ + С, 


2116. 1. ae : 
6. rae 2117, Larctg(stg x)+C. 2118. Зе eg xtc 


— Einleosx| +0. 


2119. Lig + 2 arcte(V2tgx)+C. 2120. Larctg их +c. 


Wi 
ет 
2121. с_1 tez)] 2122. | Лоза 
ав + farts 42) In: mover arctg: + 


2123. 2lint-coet)+C для oRavenuit x, удовлетворяющих неравенств 
sing +cos$20, и -2 14 - сов} +С для значений x, удовлетворяющих нера- 


пенству sind +008250. 2124. 2Ддх+С. 2125*. С- hy cig? x. (Положить 


u=ctgx.) 2126. aftgx +c. 2121. sn tees fie nee? +с. 
2128. 2oresin Дия + С. 2129. С- их? ах. 


= 
2130. +2aretg [сов НИ + С, 
коз 1- сов 


2131. 4p[In{sinx + совх vsin2x }+ arcsin(sin x — совх) |+ С. 
2132. знх+С. 2133. свх+С. 2134. the +C. 2135. х+С. 
2186, оав2ах+ С. 2187. shecha=zy¢, 2138. r-the+C. 


2130. х-мих+С. 2140, Len? x- che +C. 

2141. shx+ish'x+C, 2142. x-the-dth'x+c, 

2143. Soh*x+deh>x+C. 2144. Infohx|- doth? x-Leth'x+C. 
2145. Injthx| +c. 2146. Infthe|+c, 2147. Е МАЗ +С. 


2148. Ly, devine _ . 2149. xthx-Inchx+C. 
т aretg Vthx +¢ Inch х 


2150. С. 2151“. in lex} 


(Можно применить подотановку, 
зе 


акне к 


например, r=1) 2152. Тагосов 22+ C. 2153. aresin 2+ С. 





2154. C- ыы, + 2155. inlc +14 fax4 x? |+ С. 
% > а че м, фан 
2156. С- Км sesceafale cal | 2157, С- pein] 2s8Hfane se = 


25-3 


2158. 4 ¢e— ah? акт ила ивы]. 
2159. 14 Зент + Бы 8+1 +В х-1]+с. 


2160. 1 Af(e+ ay 4х - x7 «Зато С. 
2161. C- ЕН | Ни - ах » stn - Ve = + i]. 
Wort vse 


2162. ое, с. 2168. sage иене de +3 eC. 
2164, 1(3—x\i~ 2-2? + 2aresintthec, 

2165. x a2 +5 ~5In{ 2-14 Ver 248). 

2166. с - {8х 19-22 + Waresin Е. 

2167, (c? 5x + 20)? 4x +5 —18In{ 2+ a+VaFeanes +6. 

aia, ета вает) с 

2169. (ба нав [4х7 алан -2+ Vem ast] с. 

ще ах +5 + Зона Я] С; 


12 


2171. В 5 A arccos 2+ С. 2172. print sin(e Fate. 
+16 оао чх 


т 


ЧТ are 
2173. ВЕыы с, 2174, азы але ac. 
ici [52424441 В aa. 


2175. С- 





sony 
2170. к-та + 


—1..-—L,-—i,-—1 
3008 36-0 106-0® 11-1)? 


2176. enon } +c. 2177, зв ен , с, 
2178. —bearctel eB) +C. 2179. агош я - АН +0. 
2180. Bae pnleesl + 2181. Lin|is|+Larctex +C. 
el 
2182. феошх- аа. 2183. 2Vx+1[In|x+1]~2]+C. 
2184. (bx+S)cos2x+(be?+dx+S}sindx +C, 
2185. х? chx—2xshx+2che+C. 
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2186. xarcte(t + /)- vz + In] x+ 24: +2] +с. 

зав. выше с. 2188, ве ДЕ +] с. 
2189. ее — fet + 200 во нло 10] + С. ; 
2190. e{Lx8 x7 422448) +0. 2191. alsin Vic - Ух сов + С. 
2192. ЕЕ arctg ¥x-1+C. 


2193. Asta - аще alec. 

2194. Г [heel S22 5 
2195. (1, ара) +5. 

2196. af fhe gt rae u =r. 


tt tinal 4 IB ЗЕ Sea 
2197. = Ш Е |e . 2198, c- Se, 


2199. alan sat fisted |c, me зн". 


2 


2200. C-1in|tg=|+—L—. 2201. Е 
c-tltes мт foretetts +c. 


sin 20 eine 


2202. 2 — In] MEH + С, где a= arccos$, волн a” <b*; —pl—arctg МЕ + С, 
rae & = arecos®, если а* >5* ^ 
2203. (+2) 2.7 +dinfe?—241)-Lin(e +1)+ быеы 2a +0. 


2204. 755+. 2205. aretg vx? — =e: 


2 

2208. ее -]еовж+ (x - паша +С. 2207. 5+ ¢ 

2208. 24° 
умх 


2210. т +¢. 221. шины +с. 


+С. 2209. [шт x -otg* +? x-etg* x) +6ln|tg x]+C. 


2212. arly EE + = vio Ye +igtx stg =) +С. 2218. in eve eas? 


= lez 


2214. C- one ferns 2215. +0. 


lise? -4flve - Пе 
2216. 2x¥1+e* -4y1 + ex ain eat 


пуда? ах 1 _atetgx | arctg я 
2217, pinky Se 5 +с. 2218. с ЧН’ + 








ae 
ar Чье} eS 


. x= log,|t- 2+ adept alge 


areta(et -et}ee. 2222, pitti ее с. 
Beet уче" чей 


Бана 


. x- Като Е + С. 





. end 7 
Sx ~dsinax + Bosinax + аи? ad sin82+C. 
LZ и 27 
- Lx? + Sint + x?) + ;+С. 2226. а 25 
уефа + 2) (vet) Wey Hey Нм jee 





2227. С 3 иене). 2228. xtgi+C. 2229*. ae 
=. 


(Разделить числитель и зяаменатель на x? и примевить подетановку «+ 1-2.) 


2230, e!™*(x - зесх)+ С. 


К главе Vil 
28-13 2232. 7/72, 2288. - (6-1). 2234. 12. 2295. Томь. 
. 12. 2837. 0,2(e- 1). 2288. tite 2239. 1/4. 2240. 1/2. 


1+2 ще. 2242. eve, 2243. 2, 2244. 2. 2245. 4/3. 2246. ind, 
- 0204. 2248. ey 2249. nia 2250. 2/6. 2251. 2. 2262. 2/7. 


. 4/3. 2254. =. 2255. -0,083... 2256. ла ctga, 2257. 1, 
a -¥2/3. 2259. 1--2/е. 2260. n/2-1. 2261. x Ing. 


‘dine 


=e, 2, 6) ад. ааа 
. 6-2е. 2269. а} 3: 6) 41-04429; в) ее 


. п -6r, 2263. 2-31. 2264. 1. 2265. Ме 2266, ma 2267, «то, 


если т четное, п четное, то („= 
2271. (1) - (+ +141]. 2272. а 


2274*. pigl/(p+q+1)!. Положить x=sin?z и использовать результат задачи 
2270, 2275. +212. 2276. 2-n/2. 2277. 32/3. 2278. 5/3-22. 


2279, . 2280. 248 n. 2281. 3 п. Полагая x= 22, прообразуем 


. Rf 
данный интеграл в 2 | sin°2dz, 2282*. 8/35, Положить x = 2/2. 
В 
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2283. л/з2. 2284. ый. 2285. 8/15. 2286. 3 —л/3. 
2287. ae +6). 2288. 3n/16. 2289. 7/16. 2290. Bs n(o-8). 
2291. 1/4. 2292. J5/24. 2208. п/З. 2204. arctgh, 2295, v6/27 +148 /48. 
2296. 20/9. 2297. 2118 = 0,365. 2298. 2/n; 1/2. 2299. 2+ In. 
Ра 
2300. При a= ¢, 2301. Lin, 2302. 2/45. 2308. ging -15m2 +18. 
2304. 8. [5 +7135). 2805. 7/6. 2306. «Е - ще + 1) 
2307. {3 — Lin(2 + 4). 2308. 848/105. 2309. 4~2. 2310. net 
ff. 2814. аа. 
в 2319. х=2. 2320. x=In4. 








472. 


2815. 108 2316. 195. 2317. 
- 28. -& 


2311. 1-1. 2312. тЫ 2313. = 





ее =" 
21-5 
2322*. Использовать соотношения 4-лх>4-х’ -х24-2х?, справедливые 


при 0S x <1. 2323*. Воспользоваться неравенствами 1 — x? < = <1, где 


1S x51 ил>1. 2324. 1,098 < {<1110. 2325*. Воспользоваться для опенки 


снизу неравенством 1+“ <( +2), а для оценки сверху — неравенством Ко- 
ши-Бувяковского. 2326. 1(1) = 1,66 - наибольшее значение, Г(-1/2)=-011 — 
наименьшее значение. 2327, Минимум при x=1 (у=-17/22), точки перегиба 
(2, -4/3} и (4/3, -112/81). 2382*. а) Заменить переменную интегрирования по 
формуле #=-х, разбить отрезок [-а, - д] на два отрезка: [-a,a] и [а, -х], и 
учесть, что интеграл от нечетной функции на отрезке |-а,а] равен нулю. 
6) Нет, если а*0; да, если а=0. 2333*. Положить { =1/2. 2338. Каждый из 
интегралов равен 1/4. 2339*. Положить х=п-г. Интеграл равен 17/4. 
2340%. Разбить отрезок (a,a+7} на отрезки [а,0], [0,7] и [Т,а+Т], затем, 





ow 
пользуясь свойством /(х)=/(х+Т), показать, что fr@)dx= J f@iax. 

° т 
2341*. Требуемое для доказательства равенство эквивалентно равенству 


ar 
J f@)az=0. Убедиться, что интеграл в левой части этого равенства не зави- 


cur от x, и затем положить =-2. 2842. 775°, 2343. Подстановка 


2=tg(x/2) незаконва, потому, что функция #2(х/2) при х=л разрывна. 
2344*. Для оценки I, использовать, что Г убывает при увеличении п. 

2345*. Заменить переменную интегрирования по формуле г- 222 и учесть 
свойство интеграла от четной функции. 2346*. Заменить переменную интегри- 
рования по формуле г = kutx? и применить затем правило Лопиталя. 2347. По 
правилу прямоугольников x = 2,904 (с недостатком) и x = 3,305 {с избытком). 
По формуле трапеций n= 3,104. По формуле Симпсона x ~ 3,127. 2348. По 
правилу прямсугольников л = 3,04 (с недостатком) и я=3,24 (с избытком). 








По формуле трапеций п = 3,140. По формуле Симлеона п = 3,1416 (верны все 


знаки). 2349. 110 -2,31, М1 = 0,488. 2850. - 0,84. 2851. = 1,09. 


2352. -2,59. 2358. = 0,950. 2354. -1,53. 2355. = 0,985. 2856. = 0,957. 
2357. =239 м? (по формуле Симпсона). 2358. = 5,7 м? {по формуле Симпео- 
на). 2359. =1950 мм?. 2360. -10,9. 2361. =36,2. 2362, = 98,2. 2363. =9.2. 
2364. -569 мы?. 2365. =138 мм? 2366. 1/3, 2867. Расходится, 2368. t/a. 
2369. Расходится. 2370. x. 2371. Расходится. 2372. 1- in2. 2873. 1/2. 





2374. 0/4. 2375. в. 2376. 1/2, 2877. 1/2. 2878, Раоходится. 2379. 2. 
@ 





2380. 1/2. 2381. ty, если а>0; расходится, если as 0. 2382. и 
a +6" 
2383. =. 2384. п/2. 2385. 1/2+n/4. 2386. Сходится. 2387. Расходится. 


2388. Сходится. 2389. Расходится. 2390. Сходится. 2391. Расходится. 
2392. Расходится. 2393. Сходится. 2394. 1/2. 2395. Расходится, 2396. 8/3. 


2397. -1/4. 2398. 1. 2399. Расходится. 2400. 2. 2407. л. 2402. п(а+5)/2. 
2403. 33п/2. 2404. 2405. n/¥8. 2406. 144. 2407. 10/7. 2408. Расходит. 





= 
ся. 2409. 6-$in3. 2410. —2/е. 2411. Расходится. 2412. Сходится. 2413, Pac- 
ходится. 2414. Сходится. 2415. Сходится. 2416. Расходится, 2417, Сходится. 
2418. Нет. 2419. При &<-1 сходится, при & > -1 расходится. 


2420. 1) При &>1 сходится, при k<1 расходится. 2) I= Де если 
ie 

k>1; расходится, если #S1. 2421. При #<1 сходится, при &>1 расходится. 

2422. Расходится при любом №. 2423, Сходится при совместном выполнении 

неравенств k>-1 M t>k+1. 2424. При т<3 сходится, при т28 расходит- 


ся. 2425. При &<1 сходится, при #>1 расходится. 2426, л. 2427*. 51/3. 





Положить x = созф и пронитегрировать по частям. 2428, 34 1 _ аа. 





2429. ут 2480. nl, 2481. nt/ 2.2432. (- 1)". 
4 


2433*. a) rite Shula, 6) (nctiin-d 42 Положить x = sing. 
раза». бе, Положить x=ein® ф. 2485. 2-4 (1-1 при a=). 


2436*. Для доказательства равенства интегралов положить в одном из них 








х =1/2. Затем вычислить их сумму, воспользовавшись тождеством 
Lit ore 
text 2 И СНК 





2437+. Представить интеграл в виде суммы двух интегралов: | =|+ fi BO 
бон 


зтором интеграле положить x=. 2438. 0. 2439. AYE. 2440. Ут. 


2441*. Jn/4. Интегрировать по частам. 2442, ee ie 2443. 1/2. 


2444. 2/2, если а>0; 0, ели а=0; -п/2, если а<0. 2445. 1/2, если 
a>b; п/4, если a=b; 0, если а<ь. 2446*. л/2. Интегрировать по частям. 
2447*. 7/4. Представить числитель в виде разности синусов кратных дуг. 
2448*. 1/4. Воспользоваться методами решения звдач 2446 и 2447. 
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2449*. Полагая у=№-2, приводим ofc) к виду 4(х)= { 2151242. В соот- 


a 
ветствии с формулой sinz = 2511057 разбияаем интеграл на три, из которых 
один находим непосредственно. Два других интеграла при помощи замены 
переменной сводятся к интегралам типа перзоначального; 41} = SIn2 


2450. - 12. 2451. -Л №2. 2452". 2. Интегрировать по частам. 


2453*, 1ш2. Заменой переменной сводится к предыдущей задаче. 
2454. - па. 
К главе VIN 
2455. 16/3. 2456. 9/4. 2457. 16р*/3. 2458. 1/3, 2459. 3245. 2460. 21. 
2461. an +4 и бл - 4. 2462. (ins) и 48-1). 
2464. Be —abin sth = 5 < ain(e + ]} где г - экоцентриситет. 
2465. а - В+} «[#- +1] и о Ви (8+) 


2466. 5, = S, = n~2in3~2aresin = 046; 3, =2(n-S,). 2467. х/2-1/3. 


2468. 1/12. 2469. 1/12. 2470. па аа 


coat т и п оба нечетны; |251], если m м п разной четности. 2471, a) 3/14; 








если т и п оба четны; 2/2}, 





6) 734. 2472. 1 (фигура состоит из двух частей, площади которых равны меж- 


ду собой). 2473, 8/15. 2474, 3/4. 2475. 4/3. 2476. ла? /8. 


2477, a{ fi BNE маи). 2478. e+1/e~2. 2479. 4. 

2480. 3(e* -4)/е. 2481. 18/е? -2. 2482. a) 6 (пб -1)-а(ша-1); 6) 6~a. 
2483. 3-е. 2484. Б2аарьЁе 2485. 2/2, 2486. Zein, 2487. £42. 
2488. (2-1. 2489. п/4. 2490. 3na®. 2491. Зла?/8. 2492. бла? 

2493. 1) ME (n+ 1)(n +2); 2) 2-2). 2494. 1) ZY, 2) 8/15. 
2495.1) 4п?а?/3; 2) 76am" /3. 2496. па?/4. 2497. па?/4. 2498. 18207. 

2499. а?(4—л)/8. 2500. 37n/6 - 5-8. 2501. 5173/16. 2502. а?. 





2505*. в? S85. Для построения лиини следует рассматривать изменение @ 
ото 3. 2506. п/4. 2507. a? 2508. а? + л/6- 3/2). 2509. 3a? +в). 
2510. а?. 2511. ava. 2512. л. 2513. 2. 2514. gna*. 2515. 4л. 2516*. 1) 


n/% 2) Vi. Воспользоваться тем, что fe dx = УХ/2 (митеграл Пуассона). 
3 


we 
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2517. na?/2, 2518. 2—n/2 и 2+n/2 2519. ashe. 


эр" 
2520. £ ep вы ВЫ, 2521. 1+1 12. 2522. шз-{. 


ь 





2523. Ine : 


. 2524. 8 (34-1). 2525. 428. 2526. аб. 
2527. $+ 2intg St =£+2in(J2 +1), 2528. 1+ Ling, 2529. 2. 2530. 8. 


2531. При t= 2n/3 |x = a(2x/3 - ¥3/2), y = 3a/2|, 
2532. При t= 2/6 [v = 8V8R/8, у = R/8). 
2533%. 42428 Положить x= acos?t, y= bsin®?, 


2534. ба [1+ seins ¥3}]. 2535. аш. 2536. n°R/2 2587. n°/3. 2538. 44. 
2541. 2" - 1}. 2543. navi + 4 врач). 2545. п +». 


2546, 8а. 2547. Ёло. 2549. й должно иметь вид 22 или BA, 


целое число. 2550. 4. 2551. ind. 





me N - 


2554*. Доказать, что длина эллипса может быть записана в виде 





1/4 
L=af [Усов + 0?sin®t ато Jat, 
5 


и применить теорему об оценке интеграла. 
2555. 2л. 2556. 1) tnab*; 2) $по\ь. 2557. Fah*a. 2558. 227 (3 +h), 


2559. £(.* -1}, 2560. ещо) 2561. 3n/10. 

2562. #(15-181п2). 2563. «= 2}. 2564. 82/3. 2565. 2n°. 

2566. в" [шо + 42)- 4]. 2567. 1) 2na?, 2) д. 2568. бл?" 

2569. м). 2570. 32 паз. 2571, 16x" 2512. 2 2578. ne/2 
2-3 105 ieee? р 


2574*. 1) п; 2) myx/2. См. указание к задаче 2516. 2575*. ЗлУбл/32. См. 





указание к задаче 2516. 2576*. n?, Воспользоваться tem, что [65-1 
° 


(интеграл Дирихле). 2577*. 2na*, Целесообразно перейти к параметрическому 


заданию, положив x = 2asin’t, = Basia, 2578, 2 таз. 2579*. nade. При- 





менить формулу У= ба, где 5(х) - площадь поперечного сечения. 
% 
2580. 1) я/2; 2) 86x. 2581. в, = nV2(2V6 - 11/3], v, = nV2 16 + 11/3). 
2582. v, =v, = 4n( v6 + 8-4), b= an(4 - Л). 2583. 81/6 /3. 2584. Br, 
2585*. 2p°y = 400 см?. Принять aa ось абсцисс ось симметрии основания. 
2586. ЗавН =128 см. 2587. 2aby =1331 om’. 2588%. Вяв?Н. Площадь 
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симметричного параболического сегмента равна 2qh, где а ~ основание cer- 


мента, & № — стрелка». 2589*. ВН +4} и ее ~ 4). (См. указание к зада- 
че 2588.) 2590. 8а*/3. 2591. 817? /З. 2592. ве. 2593. RH. 2594. 56 ла? 
Sa? 


2505, | fiver) —1). 2508. ft ot 4), 2507 oni Bitareine в 





ana’ + Bint’, где © - окощентрионтет эллийса. 2598. 2n[V3 +In(1+¥2)) 
2599. n[vé - 2 + 122]. 2600. зла?. 2601. nat f3|2~3), 2002, 248 (+ -2}. 
2603. 12 ло*. 2604. 8ra*(n - 2605. 32 па*. 2606. 4n?r?, 2607. 2то?{2- №). 
2608. «М +ш( +1). 2609. дла”. 2610. ah?/2. 2611. 0°/6, a/6, 
а*\/2 12. 2613. Центр масс лежит na оси симметрии сегмента на расстоянии 


2h от основания. 2614. Для 5:6 = Фа, n= do; для S:8= ha, nz to. 2615. 


&=0, N=2r/n 2616. $=0, n= 47/3. 2817. Центр масс лежит не биссек- 





трисе центрального угла, отягивающего дугу, на расстоянии 27 от центра. 
2618. = 4/5, п=4/5, 2619. £=40/(6n) = 40/(8n) 2620. № Paresine, где 
© - эксцентриситет эллипса. 2621. 5= 1/2, n= n/8. 2622. /2+4/5. 

2623. л/12+ 13/8. 2624. 3/20. 2625, E=5a/8, n=0. 2626. E=0, noe 
2628. §= ла, = 40/8, 2629. E= na, N= 50/6. 2630. = 24/5, п = 24/5, Г 
2631. £=2560/(815R), n=256a/(816n), 2633. = 6alt-z?)/n’, n= о( 62. 
2634. Центр масс лежит на оси симметрии сектора на расстоянии фея от 
центра круга. 2635. & = 54/6, п=0. 2636. & = У2ла/8, n=0. 

2638. = а Пе. 2639. &= 40/5, = 40/5. 2640. 88/8. 


2641. Центр масс находится на оси симметрии на расстоянии R/2 от центра. 


2642. Н/З, ея] т Н/А 2643, h/&. 2644. L(a? + a+ 0°). 





245. 982 - МЛ? (М ~ macea полуокружности). 2646, #129" 28. 

2647. 1. = M8809; I, = 16а (и -. 2648. ab*/3 

2649. 1) ah*/12; 2) ah®/4; 3) аЁ?/36. 2650. nR*/8, 2651. 2R*/2, 
2652. па5?/4 и mba*/4, 2653. «*Н/2. 2654. nR*H/10. 2655. 8nR°/15, 


2656. 8лаБ* /15, rue 2a — величина оси, вокруг которой происходит вращение. 
2657. лВ\Н/б. 2658, 56n/15. 2659. 1) Г, = п(* -1)/$; 2) J, =41 6-е). 


2660. MR?, где М — масса боковой поверхности цилиндра. 2661, МЕ: /2. 
2662. 2МЕ*/3. 2663. 9no*/2 2664. бл?оБ?. 2665. Объем 3¥2n°a"/8, поверх- 
ность 6V2na”. 2666. Объем 12^?0?, поверхность 32n°a?. 2667. Ось вращения 





должна быть перпендикулярна к дизгонали квадрата; ось вращения должна 
быть перпендикулярна к медиане. 2668. = 23,7 м. 


2669. x, =x, +51 у.) in( 25+ 95). 


kmM ath в ale+) вам. 
2670. вам, им, amit in AE agri, а. 
2672. kmMa/ вена} = М со? ф/а*, тде ф - угол между прямыми, 


соедивяющими точку С с цевтром кольца и с любой из точек кольца; Ал М /А. 


73. 281 =. . 2674. 2Злёто. 2675*,  ЗлАтуй1- = 
wn lit of em 


= Inkmyh(L- cosa), где < — угол между образующей конуса и его осью. Вос- 


пользоваться решением задачи 2673. 2676. 2kmy, 2678*. АМ? та Сначала 
г 





подсчитать силу взаимодействия элемента dé первого стержня со вторым 
стержнем (воспользоваться результатом задачи 2670), a затем найти всю силу 


взаимодействия. 2679. &?М*/ 6т?). 2680. Вы sane + ar’), 

2681. ~ 1,63-10% Дж. 2682. 3,5325-10° Дж. 2683. ngdk*H?/12, ngdR*H? 4. 

Величина работы в ответах к задачам 2683-2686 получится в джоулях, come 

брать расстояние в метрах, а плотность - в кг/м?. 2684. лё4Н“/4 = 1018 Дж. 

2685. agdR*H? /6 = 2,68.10° Дж. 2686. -£ gdablz* =24.10? Цж. 

2687. St’w*y/6~ 4,2 Дж, 2688, аБ?Чуи? /6 = 11,6 Дж. 2689, ah*dw"y/24~0,5 Дж. 

2690. ha®dw*y/60 = 0,15 Дж. 2691. пА‘Нойу/4. 2692. MR*x*n*/3600; 

MR?(8n-8)nn®/3600. 2693. а) ай? /6; 6) в два раза. 2694. af/2 /2. 

2695. 9,22.10° H. 2696. 2 gaa’, 2697. adgd(h + Выта). 

2699. a) #4Н25/2 = 320 Дж; 6) 4¢9H*(1- 2)’ = 20 Дж. 2700. 4 enR*. 

2701. = 0,206 cm”, 2702. a) = 33,2 с; 6) = 64,6 с. 2703. = 1 час 6 мин 53 с. 
за [04/2 

2704. ЗЫ 65-1). 


2705. ЗЕ [н +) н*" |; при a= 0: зв _ ВЕД, ope 5 — пло- 
щадь щели. 2706. a) = 2,4 с; 6) = 6,3 с; В) = 53 с; г) при # ~> co, 


2707. = 34 Дж. 2708. 1) a) = 71,6 Дж; 6) ~ 166 Дж; в) = 238 Дж; 2) при неот- 


раничениом расширении газа работа неограниченно увеличивается. 
2709. 16-104 Дж. 2710. =82 мин. 2111. Немного больше 5°. 2712, 5 


Boney” 





2713. a) 4-20 Дж; 6) 6-10 Дж. 2714. 5 см. 2715. = 946 Кл. 

2716. +1092 Кл. 2717. =5110 Кл. 2718. Е /2 . Эффективное напряжение 
переменного тока равно E,/V2. 2719. £2207 cosy 2720. =7 мин. 

27121. = 2,915 x. 2722. а) Н, = НЕ +15 см; 6) = 0,125%. 2723. 1/1024 от 
первоначального количества. 2724. = 2.49 г. 2725. 8/9 г. 2726. = 37,3 мин. 
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К главе IX 
2721*. $, =1-—L, S=1. Представить каждый члев ряда в виде суммы 


aT 
двух слагаемых. 2728. 5, = - =}, 2729. 5, ИЕ 








a 
aa) $ geil) 5=3- 


2730, 





ae Sean See = = 
drged- a-ak) S 





А СНЕ eee Eee ETE 
2781. 5, -3(te $d heat ats): 











С 1 ot Pee ae a =2 
2782. 5, -4-qakeal: Su 4. 2783. 5, «1+, Sah. 
2734. ¢ -—1;, 5=1. 2735. $, = [= ; , $=2. 
Baril 





(oo? 
2736. 5, = arctg 4, S= 4%. 2731. Сходится. 2738, Сходится. 2739. Расходится. 


2740. Сходится. 2741. Расходится. 2742. Расходится. 2743. Сходичся. 
2744, Расходится. 2745. Расходится. 2746. Сходится. 2747. Сходится. 
2748. Расходится. 2749. Сходится. 2750. Расходится. 2751. Сходится. 
2752. Сходится. 2753. Расходится. 2767. Сходится. 2768. Расходится. 
2769. Сходится. 2770. Сходится. 2771. Сходится. 2772. Расходится. 
2713. Расходится. 2774. Сходится, 2775. Расходится. 2776. Расходится. 
2777. Расходится. 2778. Сходится. 2779. Сходится. 2780. Расходится, 
2781. Сходится. 2782. Расходится. 2783. Сходится. 2784*. Расходится. Вос- 
пользоваться формулой 


2. 
sina ааа ада = Мена 
з 
или неравенством sinx > 2x/n, если О<х<т/2. 
2790. Сходичся, но не абсолютно. 2791. Сходится абсолютно. 2792, Сходится, 
но не абсолютно. 2793. Сходится абсолютно. 2794. Сходится абсолютно. 
2795. Расходится. 2796. Сходится, но не абсолютно. 2797. Сходится абсолютно. 
2798. Сходится, но не абсолютно. 2799. Расходится. 2802. 1 <х<1. 


2803. L< x <e, 2804. —1<х<1. 2805, 15х51. 2806. -15х<1. 


2807. х<-1их>1. 2808. -1<х<1. 2809. 1 <х<\. 2810, x 441. 
2811. При любом x, 2812. -2< x <2, 2813. При любом x. 2814. х>0. 
2815. х>0. 2816. x20. 2822, 11 членов. 2823*. Воспользоваться нерввевет- 
зом Infita)sa 2825. /(0)=1/9;  /(п/2)= 70;  f(n/3) = 44/1001; 


dex 








К) = 0,049; /(-0,2} = 0,108. 2827. Lin tte . Laretgx +4 
any 2 + 


2829. (x+1)in(x +1)~x. 2830. 1/2 2831. 0,2. 2832*. в. Использовать соот- 





нощение eos cos... зах. 2893+. n/12. Воспользоваться формулой 





Last 2834. 1) A (nae); 2) 5 [в(+)+ 5] 2835. m2. 2836. 





2837. Даныый ряд нельзя почленно орды ни в каком интервале. 
Действительно, общий член ряда производных имеет вид псоз(@"лх). Сколь 
бы мал ни был интервал (a, 8) и THe бы на числовой оси он ни лежал, всегда 


внутри него найдутся числа вида &/2^, где k - целое, а N — достаточно боль- 





S91 
woe целое положительное число. Ho при x= k/ 2" ряд производных PACKOAR т. 
ся, так как для воех n> М члены его становятся равными л. 


sea eo , 





2838. и 2841. (x-1) 








wy вый 
3 
2840. 03 yet a т ве.) 
248. а yp ea = 


2-2 (x-2)°"-? 
зи 


21-2 2,2, xt x 
x = 
т. + +... 2846. т 





a 
mei 


2845. 1+ 





een ier AC) 


МЕЛ 
oats a ab 


282] 
2.3 oN 
тар и =i * 











2849. а, yt 





41 ar fan-a)t 
2850. : 
2852. 
2854. . 
2856, А. 2851. Lt 
2858. ete ны 2858, 5-е Ye Sa 






zat [22 


2860. |" 2 _ Gat ау 


24-9) not 


2861. 1-45 +...4(-1)" = ap te 2862. 25 








oy) оу 





2863. mao esha (ey 
20 то 





и. 


А n+] 143-. (и 32 
2865. 14] 2-1 в. 


2866. 2 + gl + + Beg My 


ent 


2864, x? - 


2 
z 





вт, ai Зее т 


57 +... 





2868. x 
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2869, 1422 +. чих" +... $512. 2870. 1) -7; 2) 105/16; 3) 10/41; 4} 8/3, 
2871. 1/6. 2872. 1/4. 2873. 1. 2874. 1/2. 2875. 2/3. 2876. 1/3. 2877. 1/60. 
2878. —1/10<х<1/10. 2879. -1<x<1 2880. ~10<x<10. 2881. x=0. 
2882. - В /2< x < V2 /2. 2883. <x < tec, 2884. -1/8< x < 1/3. 

2885. -} <x <1, 2886. -1/e<x<i/e, 2887. r=0, 2888. -1<x7<1. 

2889. “hleczel/e. 














12,138 _ ее 22. (ея-3) gtd 
2890. LE AE CAP (лен). 
2891. += . (1<х<1). 

es, 28 5 
2892. x? + tte aby (-isxs1). 





2903. 4h ee Be) (Cece zc tee). 1/20 


2894. 1,39, погрешность 0,01. 2895. 0,8090, погрешность 0,0001. 2896. 2,154, 
погрешность 0,001. 2897. 1,389. 2898. 1,649. 2899. 0,3679. 2900. 0,7788. 
2901. 0,0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 2904. 0,9848. 2905. 3,107. 
2906. 4,121. 2907. 7,937. 2908. 1,005. 2909. 3,017. 2910. 5,053. 2911. 2,001. 
2912. 1,0986. 2913. 0,484294. 2914. 0,6990. 


2915. 12+" . feeds +4 a +... 
2916. x- bx? + Meat а 


2917. 1- 5 








+... 2918. ЕЁ. 2919. eo zt +2. 


32 
4 кие 
2920, ИД Veet (= <2< 40). 
2921. C +In}x|- ft ae 2+1 и ma 


2922, Сени. (в <<0 nOcr< te). 


nat 





(o<x<0 носка). 









2923. 


“ant (<< 0 и 0<х< +0) 


wet (+ 0" gaat a (<<) 


се jar (15#51). 


ит, ers). 


a Naar 49-3 


Л = 13... и-5) 288-2 
Byatt CL) Pein Se te (-1sx<1). 


peri 


2924. 





2925. 





2926. 





2927. 





9"-8 





2928. wt te (15х51). 
atl 31...85} я-а 
2929. 1х га +.. .+ G1) Soe et (-1sxs1). 


2930. 0,3230, погрешность 0,0001. 2931. 0,24488, погрешность 0,00001. 
2932. 0,4971, погрешность 0,0001. 2933. 3,518, погрешность 0,001. 
2934. 0,012, погрешность 0,001. 2935. 21,831. 2936. 0,487. 2937. 0,006. 
2938. 0,494. 2940. fe 141592654. 


2941. хД 4-2 дб +. 


да} 
185 + 





Представить x* в форме e*"*, разложить 





в ряд по степеням хшх и проинтегрировать выражения вида x” In” x. 
2943. 0,6449. 2944. 0,511. 2945. 1,015. 2946*. 3,71. Вычислить илощедь по- 


В 
средством формулы $=4| Yi-x dx неудобно, потому что соответствующий 
° 


ряд при x=1 сходится медленио. Следует вычислить площадь сектора, orpa- 
ниченного линией, осью ординат и биссектрисой первого координатного угла, 
Это дает ряд быстро сходящийся. 2947, 0,2505. 2948. 3,821. 2949. 0,119. 2950. 
1.225. 2951. (0,347; 2.996). 2952. (1,71; 0,94). 





К главе Х 











, 2954. $=1 Дину) (чу - =) уча) +2 -х). 





am 

































0,95 | 1,04 

—} 
0,98 | 1,08 
1,08 | 112 
0,88 | 0,92 | 1,00 | 1,08 | 116 | 
0.99 J 1,06 | 2,14 | 1,22 
1,06 | 1,13 | 1,20 | 1,28 
aia | 1.20 [ 1,27 | 1,34 


1,22 | 1,28 | 1,34 | 1,41 


2957. 1) 9/16; 2) 1: 3) 16; 2; 2. 2958. sowie iT ut a~1, 2959. Вторая 


функция изменяется быстрее. 2960. Парабола второго порядка; 1} нет; 2) нет. 
2961*. Положить т =1/х. 2965. Функция не будет однозначной. 2966. 1) 1; 


2) 1; 3) 1/5; 4) ве определена; 5) 1. 2967. 2=(и+у)“ У + (ху " (x+y >); 
2 будет рациональной функцией от и и, Ho He от w, t, x my. 2968. 


= (+ + ey). 















































1,16 
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2900, иене ирина] annsenee ue 


лой рациональной функцией относительно Е и п, x, Y HZ, но ке относительно 








ших. 2970. чи: инд? +у?; v= xy. 2971. х= const — нарабола, 
y=const - парабола, 2 = const # 0 — гипербола, 2=0 - napa прямых. 

2912. x= const, y=const - прямые, 2= со13Ё #0 - гипербола, 2=0 — пара 
прямых. 2973, x=const - парабола, y=const - кубическая парабола, 
== сопаЁ * 0 - кривая третьего порядка, 2=0 - полукубическая парабола. 
2974. 2 = const > 0— эллипс, х=сопзЁ и y=const ~ кривые третьего порядка 
(шри х=0 и утО - полукубические параболы). 2975. O<y<2; 
-1<у-х/2<0, 2876. 2? sy sve. 2977. 0<y< x3; у<(а-х)В. 


2978. (x- a)’ +(y~ 5) < Ry кака. 2979, (ха + (ув + (2-0) < B®. 





2980. ху? <4R?. 2981. v = falar 4R? ~ x’ ; функция He одвознач- 


J 
на. Область определения функции x? +y?<4R?; x>0, у>0. 2982. S=xy 
при 0 <х51, Ocyst; 5=х при 05х51, 159; S=y при 15х, 0551; 
З=лу-х-ут2 при 15х32, 1<у<2; S=x при 15552, 259; S=y при 


2<х, 15152; $22 при 2<х, 25у. 2983. 51. 2984, У >4х-8, 
р 


2985. Вся плоскость, за иоключением точек окружности х? +? = RP, 


2986. Внутренняя часть празого зертикального угла, образованного биссектри- 
сами координатных углов, включая сами биссектрисы х+у20, х-и20. 


2987, To же, 1¥0 в задаче 2986, но без границ. 2988. Внутренняя часть правого 
и левого вертикальных углов, образованных прямыми у=1+х и у=1-х, 


включая эти прямые, но без точки их пересечения: 1-х5у<1+х (x>0), 
ltxsySl-x (x<0) (при x=0 фувкция не определена). 2989. Часть плоско- 


сти, лежащая внутри первого и третьего координатных углов (без границ). 
2990. Замкнутая область, лежащая между положительной полуосью абсцисс и 


параболой у=х” (включая границу); x20, y20; х?>у. 2991. Кольцо меж- 
ду окружностями x°+y?=1 и д?+у?=4, включая сами окружности: 
157+? 54. 2992. Часть плоскости, лежащая внутри параболы 5? =4х, 
между лараболой и окружностью д* + у? =1, включая дугу параболы, кроме ее 


вершины, и исключая дугу окружности. 2993. Часть плоскости, лежащая вне 
окружностей радиусов, разных единице, с центрами в точках (-1, 0} и (1,0). 


Точки первой окружности принадлежат области, точки второй не принадле- 
жат. 2994. Только точки окружности 2° +y?= R®, 2995. Вся плоскость, за 
исключением прямых х+узл (п - произвольное целое число, положи- 
тельное, отрицательное или нуль). 2996. Внутренность круга х?+у?=Ё и 


колец 2n $ x*+y? <2л +1 (л ~ целое число), включая границы. 2997. Если 
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x20, то Qnnsy<{2n+I)n; если х<0, To 
(2 +1)n sys {21 +2) (n - целое чиело). 

2998. х>0; 2ил<у<2 {+1 (п - целое чис- 
ло). 2999. Открытая область, заштрихованная 
на рис. 10, у>х+1 при х>0; хху<х+1 при 
х<0. 3000. Часть плоскости, заключенная 


между ливней у-_1; и ое адимитотой, вклю- 


чая границу. 3001. х>0, у>0, z>0. 3002. 
Часть пространства, заключенная между сфера- Рис. 70 
ми а изу +2? =F", включая 





поверхность внешней и исключая поверхность внутренней сферы. 3003. 2. 
3004. 0. 3005. 0. 3006. Функция He имеет предела при х-+0, yO. 3007. 0. 
3008. 1. 3009. а) y=0 или y=2" (0>1), х-0 по произвольному закону; 
6) у=х/3, x0 по произвольному закону. 3010. Точка (0, 0); вблизи этой 
точки функция может принимать сколь угодно большие положительные зна- 
чения. 3011. Bee точки с целочисленными координатами. 3012. На прямой 
ye x, 3013. Ha прямых x=m, узи (тип — целые числа). 3014. На парабо- 
ле у?=2х. 3015. 1) Непрерывна; 2) разрывна; непрерыяна по x и у в отдель- 
ности; 3) непрерывна; 4) разрывиа; 5) разрыяна; 6) разрывна. Перейти к по- 
лярным коордиватам. 3016. Окружности с центром в начале координат радиу- 
сов соответственно 1, /2/2, 3/3, 1/2 3017. Окружности, проходящие через 
точки А и В. 3025. Прямые линии у=ах+Ь, Где аз Ind. 3026, Концентриче- 
ские сферы с центром в точке А и радиусами, равными 1, 2, 3, 4. 

3027. Эллипсоиды вращения с фокусами в точках A и В: 


flew ny (y= an) (en any ей + 2-22)” = const. 


3028. Сферы x? ty? +2? 














Sl)’, где ско". 3029. Параболоиды вращения 


x+y? =сг. 3030. 1) Плоскости 2x +3y 2) гиперболоиды вращения 





nau конус х* +у? -2:* -С. 3032. 12 при Т=Т,. 3083. ® - скорость изме- 
нения температуры в данной точке; Е ~ скорость изменения температуры в 


дачный момент времени по длине (вдоль стержня). 3084. 38-4 ~ скорость 


изменения площади в зависимости от высоты прямоугольника; =} — ско- 


рость изменения плошади в зависимости от основания прямоугольника. 
ot 2 -- ЗА уу, B22 ay? 

3038. 3221, #=-1. 3037. B= as'y-y, = at ух. 
38 - де", B--axet + Bole, Reed 

3038. B=act, але" +d. 2080, =, Bowed 


3040. 22 = 2182? ge wheaetyhnasty, 
az yy > Oy ни} 


goat. 32 - зохубхи-у’ +7), = abxty-y? +7} Ge? зу: 
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ae _ fp __y == 1 22 _ + Be _ stn xss 22 _ отл 
3042. 3: - fy wr Fz ad ee 3043, 2 = ТЕР Fe 3. 22 = ye (1+ nxycosnxy), 32 = xe (1 + nxy cos nxy). 
3044. ШУ» 2 =- Е 3045. 2 = Е , = x у 
ae ag ттт ен" № тины (ый 
2: — ad = = 2: _ "7 32 2: 
3046, ayer", a atinx, 9047, B=, Ba, 
3048, 22 ar =o pier 
|= у? yy ty’ “ae ~ 2 . 
3049. 32 _ awd? ea. 228 ex er a Гы 
| ea Ne “ve (ee? Wey? 3077, а ИУ oe 
3050. 2. = ee dye 28. кок > м 
0. = = ae и meet W051, Babee, Ba zew, Вай (ays?) 
ыы ae Oe ак, = -4 free 
3052. 2 о, уе 3053. 4-ю, Be oat 3078. or =~ sr aeeey parry’ 
3054. $= Leon Seosk + Hraintsink, He —pcosteost-Lsintsin£. + wai оч} ная] a [rome yf ameats] 
3058, из Ins, #e-de ms. * ee cia Oat ee 7 Pisa 
7 us Зы О a kz 
3056, З-на)", Sm xy(ds y¥ "+ (Le ayy in(L + ay). 3080. м. ыы. ERE 
(чин анты ани 
3057, 22 = yin(x +y)+ 24, = #.- xin(ety)+ = 3081. 24 = 26-w av ate ae, (ey) in e-y) 
eee aay)? ри 
Hye = 
3058. 22 = x" x (ушх+1), Bate In? x, 3082. 24 = yz(sinx)"*" cos x, Re эту)" Insinx, 2 = y(sinx)" Insin x. 
и ee за. BEE Pe reer 
Е" етим. хде у . 
г aw _ 2_ a ПРЕ ВИНА ete) eS 3 a 
061. 2 « 3084. 32 = (2xy* - yzv)tg*a, = (2x"y szv)tg?a,, 22 = (220 - ay)te*a, 
= Ey yt es? енг? та + ae (22% a зум, тде = х?у? + 225 - хузо. 
3062. 24 = ax? ут, ee 48x, Hs 2у+1. НЫ efx 
a ae aw rats aa “ty й 
3063. 25 = yas vetoy, Maver avsvr, Se лузурчох, бе туачаечау. iss 
‘a * деда ig iy 3087. 1 и -1. 3088. \/2/2. 3089. 3/2 3090. -13/22. 3091. 45°. 3092. 30°. 
af +? af Poy? +: af xta gts. 
3064, & = бану ние ( }, = 2хуе (аня), 2 = oxze (aired): 3093. агош +. 3094. dz = [y* ~6xy")dx, дуг = (xy? ~ 6x2y + 8y*)dy. 
3065. % = 2xcosle’ +y*+2*), 24 = Зусов( чу? +2"), 2 = 22c08(x" + y* +24). 3005, дрель dye =p, 2006, = ofA! Ja 4: = ати), 
Я РСЗ Zaye 2. ы ги 
3066. № - = у w ve : eer) (ah 
> НОВ й 3007. drs AEH, dum О ит ates, 
и ы = з = Bb yele P42ye-2 +2 +2. 
3067. st Я ing, ао ing, 3098. 1/270. 3099. = 0,0187, 3100. 97/600. 
8068, 2 yet Bee ay aM вх, Beye" яму 3101. xyl{2y* - axy + 4x%y Jax + (дух - By? + 22° Jay |, 3 
Я х4х+! ay 4х dx-x 
3069, 2/5, 1/5. 3070. 0, 1/4. 3102. = a. 3103. aan ) 3104. 7 aS 8105. (x dy + уах)соз(хи). 
Sort. = 2Qx ey h+in@r+y)), 2: = @r+ yl" +InQe+ yl. 3106. -#5, 4H, 3107. Зоб, зов, ние 
3072. 2-3 Inxs) 8 ne ших} а 22) на 
(ан, Be (1+. 


УР 


3109. xyz dx + 2xInxdy+xyinxdz). 3110. 0,08. 3111. 0,25е. 3112. 1/36. 
3113. = 7,5. 8114. = 0,005. 3115, = 1,08, 3116. 5. 3117. 18+0,2. 
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ByBsinc бесы B 
3118. 47801100. 3119. 25, = Ga BsnlheC} * GnCain (Bs) 3120. Возрастает co 
скоростью 444 см?/с. 3121. На = 2575 см3. 


3123. dr = +. а 25 )ap = 0,16 см, т. е. около 1%. 
(2 ap? 


3124, ем (зове - 61}, 3125. sin2t + 27 + её + cost). 8126. 








3127. 2 = Зи? sinveosv{cosu-sinv), = мо +cosv)(i-8sinvesso 


3128. ео и - эр м. at 2 In (Bu ~ 2v)~ 


о Bunz) № 








и 
э2ы- 25) 
3129. ие 3130. ae. SUH 3133, de 2 1 

cane er es oe att” ae ex? 











** gine. 


3132. # =(3-3-=( +3-1). 3133. & 


i + +(x +] 
8184, de = Ltt робу кн у) Lignano) 
(x+u) небу 


3135. аи хаки) dy +(e — y! + 2e4y)y ae], 


3136. arte yer gt, 2 Ba ty hs xo L & (u-x-y By =e), 


3145. Sev 
я 


3147, ИИ 3148, 5 Е 
xy? x al ee ne у 





3149. 2 Вену 3150, - И. 3151. A. 3150. 22. 3153. = 


Х cop syne ae 1-х 





=. £ ДВЕ, 4] = 
3154. 3166. Se =4, 4 grt 3168. -1. 
ок be =. 2 2: = 2% 
3161. 3 =o 7 = 3162. в 22K, iach 

















de. Ht, ee ae, - = 
boat Tad куча * OY xya a?” et. "Е ay 4 
_ _ Sine dxtsin2y dy 2 _ Зху-х8 
3167. da = - НАЧ, 3168, 222. 3169, 2 = 
8170. 2= karctg£. 8171. 42 = 29 _ 246. 3172. de = Е +, 


3193. dz = Vz(xdx - y dy). зи. ee dx+ydy). 3175, Ax dx + y dy). 
3176. dz =е "(© сово - иль} 4х + (u cosy + vsinv) dy). 


3186. 22: ВИЗ ate а ate р 
я" рат Te 


We a 

















3186. 32 27: _ 


=- #. - 
at Дени" ag? “eat (eay ee oi 








i ee 
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3187. 





ae 
hey’ hy Bray 


2a? cos2{ax + by), Le = 29" сова их, 2 Ex = tadeos2(ax + by). 
2 





He а, ( yet 
etn, кб, Эа = ее)", 











3189. 2%: - zs oe 
4 te 2, 2b 
9190. Bp, He, Fe A 
Е т г y) 
_ шубу) vinsiny 38 _ tne ne-1) inziny 9 _ ИН сям 
args, Bp = МЕНЕ esr, af SS ee ae 





3192. 2; _ oe a 
ax f- ay у" 5 a5 ete} 
3193. 6 3194. 2y° ne xy? Je”. 3195. 





ео on 
3196. —x(2sin xy + xycos.xy). 3197. (e®y?z* + xyz + ee 
3198. mn(n-1)(n~2)p(p~a)x™ у", 3204. a= -3. 








ar 

ecm eRe ary % 

ay Ht xy Para oe age Be) _ eye rua 

3209. 2“ Я бу г Gray 
(3) a ae 


ay Troy ар 
3219. - 2ydx? +4(y —x)dxdy + 2x ау". 3220, - (dx -dy)?/(x-y)*. 


goat, Ве ва go09. asin dy dx dy + 2x сов 2y dy*. 
(ый 

3223. oy dx +xdy} +2dx dy|, 3224. 2(2 dx dy + ydx dz + x dy dz). 

3225. -cos(2x + y)(2dx+dy)*s Qdxr+dy)*; 0. 

3226. -sin(x + y+ z)(dx + dy + de). 
2 

3227. < (4 + = +3 aedy{ + 

3228. — 22 арк Js dyes ydy*] 

: on 





~5y’+y. 





2 
3229. - 81,542? + 206dx dy - 306dy*. 3230. чу. 8281 


2 


Say. 8233. y— x", 3284. — =>, 3235. - 94, 8236. Ba 








. 3288. - №. 3239, pa Ley bie, 
oF ag? 8 








3240. в") + Те) + kup). 3241. 422 +2. 
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К главе Xi 


2+2? - xy +h (Bx? — y+ Gy? ~ хе? — hk + Gyk? + HS 428°. 
г = 15h? -6hk+ kh? +h, 
Az = -2h + Th- 4h? + АК 2h? —2h° - hth + 


+ fan? + ha? — aha Late? +Lan®; 7(1,02; 2,03) = 2.1726. 


Ax? + Ву? + С2? + Duy + Eyz + Рах+ 
+@Ax + Dy + Fz)h + QBy + Dx + Ez)k + (2Сг + By + Ре)! + 
+ АЙ? + Bk? + Cl? + ОВ + Eki + РЫ. 


2-3-3 ]- 


~4[cosgcosnfe~2) + sing cosn(r- 4) fy -3)+ 


“+ Bcos§sinn (x ~ 4)(y ~4)° + singcosnly - у] 
#=1+ (#-1)4 (х-1) 6-1) +1 19-10. 2, = 02. 


effsiny + asiny + Reosy +(i?siny + 2hitcos y sin y) + 


+4 (i? sin y + ЗВ сову ~ ЗЫ sin y - 4° cosy} 2 ~1,1051. 
3249, vray dety- фу +. 8250. + tary - y*) + [вау — oxy? + 2y°}t... 


8251. 14 (ину. 
3252*. хуи ни) 
arete oe = aretg x — arctgy. 


mal 
г аа Som о во туза 

3257. 2=1+(+-1+10-1-1-100-0+2 0-1 +... 

3259. (0,0), (-5/3,0} (-1.2), (-1,-2). 3260. (1/2, -1). 3261. (0,0}, (0,2), 

(2,0), (6/3, а/3). 3282. (0,0), (0.25), (a,b), (2,0), (2a, 26). 

3268. (х/б, 7/6). 3264. (6/a, c/a). 3265. (-2/3, ~2/3). 3266, (2.1, 7}. 

3267. (6,4,10). 3268. ди С - максимумы, В - минимум; в окрестности D 


поверхность имеет вид седла, вдоль ЕР функция сохраняет постоянное значе- 
ние. $269. (-2,0), (16/7, 0), каждая точка будет стационарной для одной из 





ветвей функции. 3270. (1,1), (-1.-1). 3271*. (6,0). Чтобы убедиться, что 
найденная точка есть точка максимума, достаточно представить функцию в 
виде 2=10-(х-у} -2x?-y*. 3272. (2,-2). 3273. (-1,1). 3277. В точке 
(6,4) - максимум. 3278. В точке (0,0) вет экстремума. В точке (1,1)  ми- 


нимум. 3279. Нанбольшие и наименьшие значения лежат на границе области; 
наибольшее значение z=4 в точках (2,0) и (-2,0); наименьшее значение 


2=-4 в точках (0,2) и (0,-2). Стационарная точка {0,0} ne дает экстрему- 
ма. 3280. Наибольшее значение 2=17 в точке (1,2); наименьшее значение 
2=-8 в точке (1, 0); стационарная точка (-4,6} лежит вне заданной области. 
3281. Наибольшее значение 2=4 в стационарной точке (2,1) (эта точка явля- 


ется, таким образом, точкой максимума). Наименьшее значение ге -64 в 
точке (4,2) - на границе. 3282. Наименьшее оначение функции 2=0 в точке 


(0,0}. Наибольшее эвачение 2=8/е в точках (0, +1), 3283. тиб" 3/3 /2 в 


точке (n/3, 1/3) (максимум), 2,„ы =0 в точке (0,0) (ва границе). 3284. Boe 


слагаемые равны между собой. 3286. Все множители равны между собой, 

3286, (8/5, 16/5). 3287. ни +2 -3. 3288. rake, yest, 

3289. (3, 130, 0); (,- 15.0]. 8290. Куб. 3201. В rome (1,1) минимум, 

2=2. 3292. (а,а) или (-a,-a), =" (максимум), (@,-а) или (-а, а), 

2=-а? (минимум). 8293. (-aV2,-o¥2), 2=-Vv2/a (минимум), (a В, ar), 

2=V3/a (максимум). 3294. Стациоварные точки х=-Т Arete, 
Arctg$. 3295. (3.3,3), и=9 (минимум). 3296. Две из переменных раз- 


ны каждая 2, третья равна 1 (минимум, равный 4); две из переменных равны 
каждая 4/3, третья равна 7/3 (максимум, раввый 112/27). 3297*. Исследо- 


2 2 
хня 


вать на минимум функцию ие при xy + ptt, = А. Вообще спра- 


‚ . 
зведливо соотношение at, (28) ‚ если kE1 их 20. 
rae 


3299. = ate te aout = 
Yau = Bereaved Bereaved’ Y= Betacsab? 2 = Fevocrab™ 


3300. tang = 1. иным = -1/2. 3301. (21 /13, 2, 63 / 26), 3302. (8,-1,1). 
3303. a) (-2,0,0); 6) (2, 0,0}. 3304. куб. 3305. Куб. 3306. a. 3307. Если 


при x= 





В- раднус основания палатки, Н — высота цилиндрической части, h — высоть 
конической верхушки, то должны иметь место следующие соотношения: 
R=hV5/2, Н=&/2. 3308. Если { - боковая сторона трапеции, b - основание 
на - угол наклона боковой стороны, то должны иметь место следующие соот- 
ношения: {=5=2/4 /43", a= 7/3, rae А - данная площадь сечения. При 
этом омываемая поверхность и = 2/3 .УА =2,632/А. 3309. Куб. 3310. Стороны 


14-2102 
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сенования равны каждая 20 + Y20, высота вдвое меньше: a+t¥2. 3311. а? 
(куб). 3312. Наименьшая площадь panna 3¥3ab. 3313. ( /5,3/5} и 
Cav, -3/V5), 3314. 5/9, -1/9). 3315. (8,5). 3816. 2... =2. 3317. Сторо- 
вы треугольника ¥3S, {25 и 24S. 3318. Высота H/3, стороны основания 


242/3 и 26453, объем V = 8adH/27. 8819. Тетраздр. 3320. Нормаль к 


эллипсу в искомой точке должна быть перпендикулярна к линии, соединяю- 
щей данные точки, 3821. Нормаль провести в точке © координатами 


(taja/(a+d £bfb/a+d)}. 3322. ©, 1/8, 3/8); (-9, -1/8, -3/8). 3323. 2/2. 

3324. x+y=2; узх. 3325, х-у+а=0; x+y-Ba=0, 3326. х+2у-1=0; 

2х-у-2=0. 3827, х-у+2=0; х+у-2=0. 3328. (0,0). 3329. (0.0). 

8330, (0,0). 8381. (0, 0). 8382. (0,2), (0,~a), (2,0), (-а,9). 3333, (2,0), 

(2, 0). 3334. (0,3), (-3, 0), (-6, 3). 3835. (0, 0) — двойная точка. 

3836. (0, 0) - изолированная точка. 3337. (0, 0) - точка прекращения. 

3338. an, 4-0, 1, 2, ... , - точки возврата. 3339. (2,0) - точка возврата, 

3340. (0,0). 3341. x= f(a), y= Ка)- of (a); у = хагозт х + vi i 

3342. 16y* + 27x' = 0, 8343. у? = дах. 3344. У=х/2 ин у=-х/2. 

3845. y= -х‘/4. 3346, узо и 16y = x'. 8347. y= x my =x-4/27. Первая — 

геометрическое место особых точек, вторая — огибающая. 3348. x? + Pad 0 
3у3 

и ги =0. 3849. 2° +2 42. 3350. Четыре прямые xty=4R, 


3851. уе чи) 0, 3350, Параболе + /у= а. 3353. Циклонда 
х= (мл), y= В -в0з). 3354. Same x? +42. п. 3855. Гипербола 
лу-+. 8357. Эволюта параболы y? = Fig (=~ Pp). 3359. Гиперболы ху-1/2 и 





г: 
|: 


=, +2), = Ве)" п 


т.д. 3363. Дифферевцируя равенство +? = const (см. задачу 3361), получаем 


sye-1/2, 3861. 0) onde ЕЕ ty rates в) rx die, 9) (rs). 


3362. Из равенства 45 = u(t\r следует 


d= 0. Касательная к сферической линии (т. 0. к линии, расположенной не 
сфере) перпендикулярна к радиусу сферы, проведенному в точку касания. 
Обратная теорема также имеет место. 

368. soe deg, gr. 4: 
9868. de to Seu oe 
3870. Из равенства «47-0, rae 1, <z<t, следует, что wa замкнутой 


el 


ye ir nee, tr. С „ИЯ a 
+"; £52 Foo" ade yg +9”. 


{в силу равенства r(t,)=r(t)) линии найдется точка, в которой касательная 
перпендикулярна к любому наперед заданпому направлению. 8871. Годограф 
скорости vfacost, asint, 251} - винтовая линия; годограф ускорения 


w{-asint, acost, 2b} - окружность. 3372. Скалярное умножение на a и на г 
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дает а4°=0, r= 0. Отсюда ar = const — уравнение плоскости и г? = const - 
ae ош ig 


уравнение шара. Искомая траектория — окружность, плоскость которой пер- 
пендикулярна вектору а. 3374. Эллипс. Скорость будет максимальной в мо- 
мент, когда материальная точка будет в конце малой полуоси, и минимальной, 
когда точка будет в конце большой полуоси. Ускорение будет максимальным 
(минимальным) в момент, когда скорость будет минимальной (максимальной). 
3375. Компоненты скорости 4; р%; psing 4, Указание. Найти скалярные 
tee, о; a 
произведения Se; Ho; Че. 


73 










з 
xeaV¥/2 _ уаз 2-8. _ ва. 
ет a eee т ЕТ 


3378. к - 6a = 260. 22104, 4 By + 962 = 270ба. 











3379, хоа/нь 








3380. $; 2х-4у+32-12=0. 

3381. ; 27х + 28у+42+2=0. 
2-0 ty 

> 20 700" 300 "10 





“10. 9-О =m, KO y YO _ 2-0. _ 
3383. ЕЮ = HY. te, тю _ £20 9, 
% “0% © и % 


3384. ль {vB /2, 1/2, e**}. 


fg pets ока 
3385. 6x-8y-2+8=0; Е, a= Hho ah 





Xo _ 40 2-0. ety _ УЗ _ 2-20 
3886. Ух - x0) - vay - yo) =0; = me И ЕСТ 








ay 5 у 
Е 2 wa 





3393. Для любой точки линии уравнение соприкасающейся плоскости 
8x -2у-11=0, т. е. линия целиком лежит в этой плоскости. 


aa 
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3394. Соприкасающаяся плоскость одна и та же ‚для зсех точек линии. Ее 
уравнение 


ху | ва, а, 
4, az ay |=[d, Ь в | 
b&b be] Je eg ey 


8895, ch? t/sht. 3396. R= VJ cosec 2. 3398. , 





(eee 


3309. ое B= ip v= PR, 3400. «= 


3401. Искомый вектор © (если он существует) можно представить в виде 


оба В хы Вехи, 





@ = (tty + (ом), + (8,8, а) 
Из условия задачи следует (принимая во внимание формулы Френе), что 
WX = AM, ФХУ, = т. +78, шхВ, = -Ту,. 2) 


тж эти равенства скалярно на vj, B1, % соответственно, найдем, что 
=Т, ov, =0, of, =k и, следовательно, @= Te, +, Подстановка в форму- 

лы не показывает, что этот вектор удовлетворяет условию задачи. 

3402. 99 + ш10 = 101,43, 3408. ata(i + ¥2) = alntg к. 3404, (et г 


3406. 4a. 3407. 2/3. 3408. вы Е. 3409, 
ede 


3405. 5. 





(t+ 3). 

3410. 8х -Ву-2=4: АРТ. ЗА. v4 y-2-1-0; =. 
3412. зча=0, х=а, yea, 3413. 17+ Lly + 52 = 60; app = ат 
3414. xy 422-220; Ани 
3416. дурь ДВ: ale 
8416. х+11+52-18=0; 








3417. 8x 29-22410; 
3418, 2x + y+ 112-26 = 0; 


3419. 5x4 4y + 2-28 = 0; 


8421. eye de= Ш wey s dee ДЕ. 2422. хучу но, 


3424. Все плоскости проходят через начало коордиват. 
3425. xox + yoy + 2gz= a2; 2 = 








0 v0 
Sto _ yg = 26-0) _ И Yo) _ 2-20. 
3426. 5 г =2(2+5,); = ee ae 


3428. За. 3430. 2x+y-z2=2, 3434. 4х-2у-32=3 


3435. Параллельна плоскости хОу в точках (0.3.3) и (0.3,- 7): параллельна 


плоскости yOz в точках (5,3, -2) и {-5,3,-2); параллельна плоскости х0г в 
точках (0,-2,-2} и (0,8, _2). 
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3436. a) Gugugx — 3 (ug + изу +22 + ug +29) ed аш, +03) 
8) af - yo} x - 3xoly + Yo) +22 + 429 = 0. 

3 
3487, очи) pfs? sy?) =0. 3488, Рин] = лай 
3439. 1) {-2, 1}; 2) {roxy — 8y*, 5x? - Oxy” +4у'}. 
8440. 1) 61-47; 2) 1+1}; 3) a 

ВИ 

3441. 1) tgy = 0,342, Ф = 18°52’; 2) tgp = 4,87, ф= 78°24’. 
3442. Отрицательная полуось у. 
3443. 1) сова = 0,99, 0 = 8°; 2) cosa = -0109, и = 10130”. 
3444. 1) (-1/3, 3/4), (7/3,-8/4); 2) точки, лежащие на окружности 


мн a 
at у? = 2/8, 3447. 1) {ardyizo, бу 8]: 2) ее, Tae г 
ний 


радиус-вектор. 3450. 1) 2r: 2) 2; 8) ar{r?|rs 4) albr)+ Ба»); 5) ахь 


3451. 1) 0; 2) 42/2; 3) -$: 4) соза+то)/2. 3452. /2/3, 
3453. 1/2 3455. 1) 5; 2) 98/18. 3456. -22. 3459. 1/r’. 





К главе ХИ 


3460. М= бедах 3461. E = [J*(9)ae 3462. T = ды 
3463. Q=(t, с c(e,u)y(e,y)do. 3464. М = Sh a, ys г) о. 


3465. Е = обода 3466. 816 - 2) <1<8я Gade 2). 


3467. 36л <Г<100л. 3468, 2<Г<8. 3469, -8<1<2/3, 
3470. 9<1< 64. 3471. 4<1<36. 3472. 4<1 <86-2\). 
3473. dn <1<22п. 3474, о<1<4л*. 3475. 24 <Г<12. 


3476. 28nJ3 <1<52n¥8. 3417. 1. 3478. (2-1. 3479. n/12 
зьй 2 . 2. 3484. —n/16, 
3480. Inf 3481. nee 3482. 1-2. 3483. Tf 








3485. jer Pre ау. 3486, | dx fn (x, y)dy. 3481. Jes ведь 
3 48х+1)/ 2 


ва 2 Negi 
3488. фм] РЕ 3489. fe J прода, 3490. fax f FGau)ay. 





= 2 ot ghee ya 
4 бя & 
3491. Jer J +e, y)dy. 3492. |+] f(xy)dy. 


о за oi 
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3493. м] fleyldy+ ре {x,y} dy. 


ф хз sea 


3494. f dx | беду + vi wf He vay f ax | render 


i, ite ve we 


. fae бд fax [review 
о т 

. fide ие dy + ie dx т fx, y)dy + } ах | бедаь 
м >» я 978 ЗЕ 





3 we oF 


tee 4 
. fax ибо [вы [ tlavddy+ [ах гаи. 
3 4 5 or 4 


1 ‘ 
‚|+ 1(х, учу. 3499. ja ] f(x, y)dx. 3500. fav f(x, y)dx, 
2 aoe о „я 
я № 


is (x, у)ах. 3502. в} (x, y)dx fo ir Gz, yd: 
ет 


“a 


we a ey 
3503. fay бора Jay | f(x y)ae. 
+ 4 


4 


Pear 
3504. 1) jaf f(y)dx; 2) jor f 1 (cq y)dx; 8) fw [ еда» 
& о 
(y+6)/2 (o-yhs2 
3505. 1) фр f tener fa J fe wax 2 fay ] Нелдах 
О ва 1 Gan 
р eg 7 aie офи 
3) Jee | J rew)an 4) for | Hayyldc+fdy | бах. 
© кри то adage? 


а 


3506. 1) aa 2) 9; 8) 1/2 3507. 0; 3508. 33/140, 3509. 9/4. 3510. -2. 
3511. п/б. 3512. 4/135. 3513. 4. 3514. 3. 3515. 122. 3516. 28/3. 3517. 6. 


3518. abe(a+b+c)/2. 3519, a°/48. 3520. a’ /110. 3521. 2е-5. 
3522, 02-5). 3523. 1/180. 3524. п?/16-1/2. 


х/2 ace 


3525. 1) Jerfroomooainoleas 2) j dg J focose,psing)p do; 


° 9 


deine aryg2 Boose 
3) fae J focone psina}p do 3526. J dg J #cosa,psing}pdp. 


0 274 heme 
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wat ene thee. 
3527. | de J pease. psing)edp+ i ag | fpcose,psing)p dp. 
вне 0 


3528. 


3530. 


3532. 


3534. 


3537. 


3542. 


3543. 


3544. 


3545. 


3548. 


3549. 


3550. 


3551. 


+ 
| do | f{pcosg,psing)p ар. 3529. 1 dg f совр sin фур dp. 
° ° 9 FF secly-n 4) 

2g к/р сы 


м 

4% | Гфеово.рытерар. 3581. [ 4 | сов, psing)p dp. 
о 

ро ати 


вв 
fel roaseeaaeour 3533. [ 40 [ Тб совф,ратф)р dp. 
оо 


8 В 
18 same 


afrle (0? pap. 3535. #1] их 3536. ани?) т + 4-1". 
n(n -2)/8. 3538. лЕ?л. 3589. ae 4). 3540. 12/6, 
x= 2pcosp, y= Bpsing; 126 do} #(20cos9. тора, 

оо 


Фе? gsing 


x=peosg, y=Vapsing; 1= 8 | do 1 совф, У8р sin y}p ap. 
° 
ха 

хе арсовф, y= п tea) a oh (OF * lo do. 


яв 
а*5* /8. 3546, 1/46. 3547. |4 | eases 


5 a о 
{2 cose 

Jao J pap rbeonsne 2)dz, 
ae a 


“fein 040 f do] f (ocossin 9,9 singsin 6, pcos6)o* dp. 
° eed 


ха вия  уб 


feo f pap | fcosg, psing,z)dz. 
о я 

ag ва | URPop* 

fao J edo f(pcose, psing,z}dz 
a BYR pt 


ts +в 
или Jao] ма фонов psingsind pcosdap + 
оо 


м 
+ feo [тов ‘i “ip cosesin,psing sin & pcos 0)e%ap. 
о хз 
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3552. na/2. 3558. 84779. 3554. 4nR°/15. 3555. 2/8 3556. 4л(8° "15. 


3557. 2n/3. 3558. nbvi0 +in Bet 2-8] 3559. 1862. 3560. ee. ==. 


3561. abc/6. 3562. 12. 3563. 1/6 3564. 7818. 3565. +. 3566. 16. 


3567. 45. 3568. 131. 3569, 161. 3570, ar? 2(=-1). 3571. 221. 3572. 18 Re. 


3578. 124. 3574. 48° 3575. 27. 3576. 8/8. 3577. 88/105 3578. abc/3. 


15а. 


3579. na®/4, 3580. afer a 5). 3581. зв. 8582*. 2-е? 1. Тело сим- 


метрично относительно плоскости y= x. 3583. 2{n*~ 35/9). 3584. 1/45. 
3585. 16/9. 3586. п/4. 3587. 40. 3588. 2n. 3589. 5nR*/2 3590. Зла? /2. 
3591. ЧЕ 3592. 43/24. 3593. 3.1. 3594. 3 1). 3595. nv2/24. 


3596. л?В?й/16. 3597. 1/2. 3598. 2. 3599. nad, 3600. ad/6. 3601. 16/3. 
3602*. 5ла?/8. Перейти к полярным координатам. 3603. 31/4. 3604. 2а?. 
3605. 2/8. 3606. 1/60. 3607. 1/1260. 3608*. 1) 2 = 2) 322, Воспользоваться 
результатом задачи 3541. 3609, 8. 3610. 7/12 3611. уз, "зело. 4. (4-33). 
3613*. л/2. Проекция тела на плоскость Oxy есть круг. 3614. л/8. Перенести 
начало координат в точку (1/2, 1/2, 0). 3615*. 19/6 и 151/2. Перейти к 
цилиндрическим координатам. 3616. 57R*/12, 3617. 7/96, 3618. 92лН* /75. 
3619*. na°/3, Перейти к сферическим координатам. 3620. a°/360, 3621. 
dna®/12, 3622. 4ло*/З, 3623. 64ла?/105. 3624. л?а*/6. 3625. 21(2- УЗ )л/4. 
3626. 14. 3627. 36. 3628. вп. 3629. 2/2кр?. 3630*. олЕ?. Проектировать 
поверхность на плоскость Oyz. 3631. 8Y2ab. 3632. в -1). 


3633. ali. ry? =f. 3634. (5-1). 3635. na(a Ув } 
3696. 2n°(n 2). 3687. 28? {1+4-44). 
3638. 1 2 foe М - Bina + Bini + va}. 3639, 2a? /sin 20. 


3640*. EE acai км?. Перейти к сферическим координатам. 


3641. 16ла?/3. 3642. 8R?. 3643. ab?/2 3644. 28°/3. 3645. nR*. 3646. 92° /4. 


3647. Статический момент равен 2/6. 3648. Центр mace лежит на малой оси 
на расстоянии 42 от большой оси (6 - малая полуось). 


3649. &-(-=)( +1), п- 8-16 +}- 3650. Центр mace лежит ua бис- 


sind 
сектрисе угла a на расстоянии +Е-^ от центра круга. 3651. Центр mace 


лежит na биоектриее угла о. на расотолнии Аи: от центра круга. 


3652. &=8и/16, n= 0, 3658. зля'/4. 3654. 20/3. 3655. noble? +6*/4. 
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3656. abla? +6*)/12. 3657. ав? +1287)/48. 3658. 3nk*/2 3659. он(В?/т + 02/30). 
3662*. Выбрать систему координат Tax, чтобы начало координат совпало с 
центром масс фигуры и одна из координатных осей была параллельной оси, 
относительно которой ищется момент иверции. 


3663. a°bc/2, аё?е/2 и аёс?/2. 3664. nR?H*/4, 3665. лабе? 4. 
3666. &=14/15, п=26/15, 5=8/3, 3667. & = 34/8, n= 36/8, C= 3/8. 
3668. =6/5, п=12/5, с=8/6. 3669. &=18/1, п=15/6/16, &=12/1. 
3670. &=0, n=0, 5 = 62 (88 +5)/88. 
3671. Е=0, 0, $ =38( + с0за)/8. 3672. Е=0, n=0, C= 94/20, 
3673. &= R/2, п= 8/2, C= R/2 3674. &=0, n=0, 6 = 65+9V3)/130. 
3675, Ме +еуз, ме +а?)/з, Ml? +63 и мене). 
3676. 7MR?/5, 3677. Mb? +c*)/5, Mit +a2)/5, М +1), 
(Rt /4+H7/3) и M(H? +3R*)/12. 3679. ae aod 
3680. ление + н"). 3681. LM (R*+2H"). 3682. 298 мез. 
3683. м(: +r*)/2. 3684. 4а?/3. 3685. 2nr(R-r). 3686. 4ya6*/3. 
. amy (в? -"*). 3688, 2H бе + 247°). 
R48 2 
3680*. ча, =e Если 38 ось Oz принять ось конуса, a за начало координат — 
ero вершину, то уравнение конуса будет x? ту? 22424 -0. 3690. 2 луне. 


3691. 22° (18/5 #1), 36024. 5-0, n=O, G=4R, Перейти к цилиидрическим 


координатам. 3693. Зв". См. указание к предыдущей задаче. 3694*. Вы- 
брать систему координат так, чтобы начало координат совпало с центром Macc 
тела и одна из координатных осей была параллельна оси, относительно кото- 
рой ищется момент инерции, 3695. Мт/а?, где М — масса шара, a # - грави- 
тационная постоянная. 3696*. Воспользоваться результатом предыдущей зада. 


чи. 3697. Ш, # - гравитационная постоянная. 3699. Центр давления лежит 


ва оси симметрии прямоугольника, перпендикулярной к стороне а, на рас- 

стоянии 2/3 от стороны, лежащей на поверхкости. Во втором случае (сторона 

а расположена на глубине #) расстояние центра давления от верхней стороны 
643172 

beat” 


падает с центром прямоугольника.) 3700. а) 4sing; 6) Shsing. 3701. Центр 


будет равно И где { = в /зта. (При {>> центр давления лочти сов- 


давления лежит на большой оси эллипеа на расстоянии а + ду от ее верх- 


него конца. 3702*. Выбрать систему координат так, чтобы одва из координат- 

ных плоскостей совпала с плоскостью пластинки и одна из осей — с линией 

пересечения поворхиости жидкости ¢ плоскостью плиетинки, 3703. Расходится. 

3704. 2л. 3705. +, 3706. 4. 3707. 2. 3708. 1. 3709*. „&_. Перейти к по- 
за? 

лярвым координатам. 8710%. 1/2. Tepemennrs порядок интегрирования. 


3711*. 1/16. См. указание к предыдущей задаче. 3712. Сходится. 3713. Расхо- 
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дится. 3714. Сходится. 3715. Расходится. 3716. Нет. 3717. 8/15. 3718. 7/16, 


3719*. х/л; воспользоваться интегралом Пуассона [ах = ут 
° 
3720. Расходится. 3721. С; . 3702. 
ходится. 3722. Расходится. 3723. За шя-1). 
3724. п. (См. указание к задаче 3719.) 3725. л/4. 3726. /т/2. 
3727. onkony RH - УЕ +H). Сила направлена по оси цилиндра, # - гра. 


2rkimyH 
витационная постоянная. 3728. Ин). где { - образующая конуса. 


Сила направлена по оси ковуси. 8729. a) а=4у, -Зу,, ь=4( 


дву, = Mt 
6) {льву = Hil 


Ye ~ 10}; 





3730. Определена всюду, кроме x = 0, 3731. 32. 





> | 542 +352 -5-...-(27- 
3733, 2, [ыыы + S score, area, Feel a, (a>). 3735. ( 





tut 
3736+, see Продяфференцировать поди по Б и результаты сложить. 


8737. т (1+2). 3788, Lin fi+a). 3789. Зие+у а} 


3740. a( Vimo? -1). 3741. FIn(1+a), всли a0; -Zin(l-a), если aso, 





ис 
3742. хо 1-2. 3743. даговта. 3744, xarcsina. 3745. ул, 
3746*. /л(\ - Ja). дифференцировать по а или по 5. 


(b- 
£P2) Дифференцировать по b иля no с. 


2452 
3748. о. 3749*. ПВ. Дифференцировать по а или по 5. 


3747*, arctg2 ~ arctg = = arctg. 





хр 

8750. Ут +a), воли a>0; ~gin-a}, вели aco; | ize = Find 
° 

375 1*. nfs. Интегрировать по napamerpy п в пределах от « до В. 

зтва. a Рина _Т 

52. Уь-«). 9753, [tet = | 

$ 


5 


xdx 


de 














3755. fing. 3756. tine. 





3757*, 1 =tim| ГА | tim| [Le ge THD ge |= jim PLE) 
ш 108) ae tim) fae Jae = tim fas, One- 
ниваем последний интеграл, заменяя f(x) ee наибольшим и наименьшим зна- 
чениями в интервале (де, be), и переходим к пределу. 


3758. шё. 3759. m4. 3760. in| 228 





. 3761. ат. 3762*. 33. Представ- 


aia в? x в виде разности синусов кратных дуг, сводим задачу к предыдущей 
(при соответствующем выборе a и 6). 3763%. Для доказательства можно ис- 
пользовать дра метода: 1) интегрирование по частям; 2) изменение порядка 
интегрирования в двойном интеграле, получающемся после подстановки инте- 





трала вместо @(az). 3764*. См. указание к задаче 8763. 3765*. Воспользовать- 
ся вторым методом решения задачи 3768. При доказательстве второго соотно- 


"F sin ax os(vsin8) 
шения веобходимо исследовать интеграл ен, при |a[>1 и 
0 


|а|<1. Для этого преобразовать выражение, стоящее в числителе, м учесть, 
Pa 

что f Sagdy=% (интеграл Дирихле). 3767*. Подотавить в левую часть прозе- 
а 


ряемого равенства выражения для у’и у", получаемые дифференцированием 
интеграла у-по параметру. Одно из полученных слагаемых проинтегрировать 
по частям, 3768*. См. указание к задаче 8767. 3769*. См. указание к задаче 
3767. 


К главе XII 


3770. 52. 3771. 24. 3772. —- 


4 
3774. анны) 3775. AnaVa. 3776. | F(pcoso.osing)yp* +p" de. 
“ 


8777*, па?/2. Перейти к полярным координатам, 3778. 20° V2 /3. 
3779. alle +4"? 3} 3780. 8an? 3/3, 3781. ‘8/32. 





(vs x 1). 3773. 2па?""1. 


3/2 ase 
3782. Эк -1] 3783, не. 3784. alles a)" ~ (xf +3)” | 
3785. ба. 3786. 2° + Soresine, Me € ~ эксцентриситет эллипса, 
3787. { 2nat + 82? WW a? + OF. 3788. (1- "WB. 3789. (0, зат, bn/2). 





з 
за 2.182 

3790. 8 ont = Afan? sa) +4 

3791. 1, =1, = (0/2+n°/a Wana? +h, 1, =a Varta? +h? 


3792. 3nR°. 3793. пр?/4. 3794. 11/3. 3795. R?. 


2 





-b'; S=2ka’ при а=6. 


3796. ва (« +2 mes}, rme c= 
3797. 98p?/81. 3798. 8R*, 3799. 4n?, 3800. 21т/а. 3801. 8mIV2/a. 

3803. 2nmla/b*, cae a wb — полуоси эллипеа. 3804. 2nm! /p. 

3805. оли? / (1? в". Пря 8-8. 3806. 8. 3807. ab/2. 

3808. -56/15. 8809. a7}. 3810. dx, S811. 1) 1/% 2) 1/1% 9) 17/80; 


4) -1/20. 3812. Во всех четырех случаях интеграл равен 1. 3818. 0. 
3814. -2ла. 3815. ~4a/8. 3816. ла?. 3817. заВ/Е /16. 3818. 18. 


3819. 0. 3820. 33. 3821. - aR /4. 
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3822. [> у?)ахау. 3823. [Го дезакау 3824. л8‘/2 3825. 1) 0; 
5 > 


2) -ла*/8. 3827. 1/8. 3836*. Применить формулу Грина к двусвязной обла- 
сти, ограниченной контуром Ё и какой-либо окружностью с центром в начале 
координат и не пересекающейся с контуром L. 3837. x. 3838. 8. 3839. 4. 


3840, ind, 3841. в, - R,. 3842. 22, 3843. 0. 3844. -9/2 


iy! 2_ 2) у 
3845. w= ec. 8846. ua(x?-y') +0. 3847, ини В +С. 


2848. u = ferry 2 yt 
у 


+С. 3849, ит +. +5 +6. 
3850. w= x? сову+ у? cosx+C. 3854. u=Zbsyre. 


3852. u = 





oar +e. 8863. 1, uatink’ +y'}+arctg£+e. 
i) 


8854. a= b= -1, ue 








+С. 3856. из тичу+:+С. 





aay’ 


3856. ua рану +С. 3857. arctgxy2 + С. 3858. y+ —2 





3859. w= +240, 3860. уно че" ег”, 3861. nad. 


3862. Зла?/8. 3863. бла?. 3864*. 3а*/2. Перейти x параметрическому зада- 
KM, положив y=tx. 3865. 1/60. 3866. 1/210, 3867%. 2а?. Положить 
узлы. 3868*. 1/30. Положить y = х?. 3869. PR. 3870. 1) 4/3; 2) 17/12; 
8) 3/2 и1. 3871. a) (0? -6)/2, 6) 0. 3872. 0. 3873. Mbt о, тде k - 
коэффициент пропорциональности. 3874. 0,5kIn2, где k - коэффициент про- 
порциональности, 3876. 4/61. 3877. V3 /120. 3878. лЕ*/4. 3879. 0. 

3880. лл°. 3881. 2nR*/15. 3882. 2rarctg Е. 


р НИИ 
a т ев 


3884. [в +1 +и(в «УЕ =} 


3885*. п?Н?. Воспользоваться сферическими координатами. 
3886. 8лА“/3. 3887. 3. 3888. 2nR7/105. 3889. 4пабс/З. 3890. 0. 3891. 1/8. 
3892. R7H(2R/3+ nH /8). 3893. 1/8. 
3894. 2ff(x-y)dxdy +(y-z)dydz+(e-x)dxdz. 3895. —xR*/8, 
к: . 





| ou n#2; 2 да при n= 2. 


3896. aff (x+y +z)dxdy dz. 3897. ры dy dz. 
2 2 


fet eyez? 


3898. 0. 3899. 12nR*/5. 
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К главе XIV 
=), 3902. x? +y? = InCx?. 3903. у=УС+Зх-3?. 


с. 


3901. 1+y?=cll- 
3904. y= Csinx—a. 3905. Сх = (у-1) /у. 3906. «у: - у? у - 





aresinx +С. 3908. ef =c(-e°). 3909. 10° +10 =C. 






3910. м te! 





=C-2sind. 3911. ¢ 


x 
3912, t= named 3913, уе“. 3914. y= НЕ. 
обр fina) 


3915. cosx = Я сову. 3016. y= PS. 3917. Гипербола xy = 6. 








3918. Tpaxrpuca y= 4-х? +21 





ай] 3919. Параболы у? = Cx. 





ae, 3922. (х- Су =а?. 


у". 3925. «2,7 м/с. 3927. 0467 км/ч; 


3920. у* = Сх. 3921. y= 
3923. y= Зее Е 1} 3924. x= 





85,2 м. 3928. 77 = [4-9]. 8929. 1 


3930*. Если г - время, отечитанное от полуночи и выраженное в часах, TO у. 
дифференциальное уравнение задачи имеет вид т 4; отсюда 


= |= Ae (ee +t?) 


S = 10000, функция S(t) определена при 65 1< 18. 
in (¢-12) 
12 





3931. x+ctg 232 = С. 3932. dy -6x—7 = се". 

3933. x+C =2и + ш[и-1]-5ш (+2), me w= fltxty- 
3934. у-2х = Cr®(y +x). 8985. aretg + = Inc 
3936. In|y|+x/y =C. 3987. x? +y* = Су. 3988. у = txJ2In|Cr]. 


2 +2бу. 3940. e/* = Су. 3941. In|Cx| baa 











3939. x? 
3942. у = rel", 3948. (+ у}! = Cxte*), 3944, cx = oft}. 


гс 
3945. ету =е* «*. 3946. y 


3948. у’ =512v6x. 3949. Если Z-y, то In| 








2 3047. уе. 

du. 
fats of 
o(t}=-4. 3950. x= се, 3951. x= yinlcy|. 3952. x? =2¢y+C?. 








или 





3953*. Форму параболоида вращения. Пуеть плоскость Oxy - меридианная 
плоскость поверхности зеркала; в этой плоскоети лежит искомая линия, диф- 
ференциальное уравнение получится, если приравняем тангенсы углов падения 
и отражения, выраженные через x, у, у 
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пав 
3954. y= Ce + 2x—1. 3955, y= e (0427/2). 3956. уз Cre 22. 
3957. y= (e+ c)ft+x), 3958. y = Се" + L(cosx эта) 


3959. Если m + - =Ce* 4 ыы 
% TO y= Ce +; если m=~a, то y=(C+x)e™. 


3960. у? - 2x = Cy®, 3961. x = Сейу + 2/24 y/2 41/4, 
3062. x= ylny+C/y. 3963, у = "(|+ x7/2}+ Cer. 
3964. y = Ce” +. (x)-1. 3965, у = x/cosx. 

3066. y = Seabee” 3967, y = = (e-1+In|x{). 


3968, x= -taretgt, 3969. 6) а+В-1. 8971. y=Cx-xIn 


xy 


89724. y= 22 
у=Сх= 4. Дифференциальное уравнение задачи | 


3973*. x= 
3*, х= Суза? /у. Дифференциальное уразнение задачи [м -р& 
ype 


3974. » Ale ~ By Ben), 


ве" +d (ar? -1), rte get, » 
3976. 0-0, = ef oleae. 3977. 9,03 A. 
° 


3978, I = бы ем + Rsinut - wL coswt} 3979. x= ce"? 


2 
3980, у = Са? ¥1/x. 3981. y = Sfx? ie! 3982. y=Cxr-1 
x 3х ° eS ие 
3989. (+>°) y4)=cx*, 9984. (c+ y)"(er+ у} 
3985. x =ce™ (") 
. x= Се - 3986. зп = Cx. 3987. т? + м х|=С 
у ; 
3988. уз Ce" не” -1. 3989. у(у-2х} = C(y— x}. 
. y= Co — 21 + siny). 3991. x= э(+ cel), 


y= Ce 4 gine 1. 3993. уз Сте" 1+2)", 


dxy+C. 3995. y= Се" wy =C+x7/2 


ei $ 
Явшх+ . Привест! ii 
3 aay ПР и к уравнению линейному относительно 





2=у. 
3997. arctg(x + y)=x+C, 3999. асы + n(x? + 


4000; y= 1 ДЕ [2 + 22 + aresin =]. 


4001. уе = тя. 4002. y= Se" - (2+), 








4004. y= Alene че, 4005, <4 + y? = Cx. 4008. (у- x} (x+2y)=1. 


3 В 
= Сх". 





4007. Параболы y = x +Cx?. 4008. (2y? = 

4009, Целная линия. 4010. y = Сх?. 

4011*. Пучок прямых у-ш=С(-ж). Дифференциальное уравнение 

у-шу). 

4012. Окружность с центром в точке (хе, Yo)! x? + у? = 2(ихо + о). 

4013. Любая окружность с центром на оси Оу, касающаяся оси Ох. 

4014. Если путь $, а время t, то 5 = 5. +Се*" Ай, rae So — началь- 
р . 

ный путь, а А; и ky — коэффициенты пропорциональности. 


4016. 1) 8/9 оборота в секунду; 2) через 6 мин 18 с. 4017. 0,00082 с. 


208 of, 


} 
о ee 
4018*. v =) may | №‘) Действующая сила F равна dine), 
0 





Для решения этой задачи и следующих двух надо учесть, что масса m является 
переменной величивой, зависящей от зремеви #; скорость и — искомая функция. 


4019, ое Lp(My— т ge a]. Ом, указание к решению зади 





4018. 
4020*. 5 2 tot реа, тде p= My ~ mt, М =, См, указание к 
. am Voy 
° 


решению задачи 4018. 
4021*. y= mo + (he ger"), где {= время, у ~ количеетво второго 


продукта. Если х - количество первого продукта. образовавшееся через # еди- 
ниц времени, то 4 = № (ть - <}. Отсюда находим x = x(t). Скорость & обра- 
зования второго продукта пропорциональна величине х- у. 

4022. 2,97 кг соли. Максимум достигается при + = 331 мин и равен 3,68 кг. 


4023. Г=1+(1 - jer . 


40247. = malt oye ве Му. Практически важен случай, когда © очень 
1 weg ро 

{ 

велико (центрифуги). Вместо того, чтобы вычислять митеграл в знаменателе 
при даввом 6) (OK He выражается в элементарных функциях), зычиоляют lim 


р (см. задачу 2489). Дифференциальное уравнение задачи имеет вид 
Sdp=txdm, rae dm - массе элемента CD. Далее, y = 2kp (одна из форм 


закона Бойля-Марнотта; коэффициент пропорциональности обозначен через 2А 
для упрощения записи в дальнейшем); dm = 1545 = 2kpSdx. В результате 


получится уравнение с разделяющимися переменными dp/p = 2kw'xdx. Ин- 
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тегрирование его дает = от? т | 
peCe Далее, М = [ат = С.21$ |" 4х, откуда 
7 ° 





находится С. Имеем 
‚ HO y= 2йрь = №, k= iis и оконча- 

тельно ро им 

oe 

: 
4025. (x+y -1) =C(x—y +3). 4026. x? - лучу чх-у=С. 
4027. x-2y +In|x+y}=C. 4028, omnes cy +2) 
4 on ' 
029. y? = x4 (и. 4030. узе-й > = С. 4031. y = Таша] 

. 4031. у= x. 





4032. х?у? +1= Cy. 4033. cy = 








x, 4034. (1+ Схе" =1. 


хр 


4035. y! + 2x74? + 2y? = 
y? +2y? =C, 4036, x? +y' = С(у-1}. 4037. y = xtg{x+C). 


2 
4088. сим act 41, 4039. y = 





pens Gee 
пени ня 
4040. пу" = Ce™/* 

trea, 4041, с}. 4042. y(ltine+ Cr)=4 





4043. yle+C)= see x. 4044. ан 4045. у cof 
3 y= Sine]. 


4046. у? = Се /* 5, ©) 
+ 4047, y= 25) 4048.1) 24201; 2 242-1 
УЕ 





4049. 224 = bo-He 

оао 4050. xt = xy? + yt = С. 4051. хз arctg£ = С 

4052. хе’ - у? = ыы 
2. хе? - у? = C, 4053. x¥ = С. 4054. fx? +4? +40 


4055. tg (ху) созх - сову = С. 4056. 1 [ 
3 





4057. sin ~ cost 
со +х-1= 4 
т Lec, 4058. х_№=С. Интегрирующий множитель 


a(x 





Lx? eer, 
/х?. 4059*. x? +2x/y = С. Искать интегрирующий множитель в виде 
функции p(y). 4060. ( ну" =С. 4061. 2.4 int 2 ¢ 

ae Thats 


4062. (x siny + усозу — эт у)е" =O. 4064. y= yr "И 


4065. Выражение 2-7 
ие Fe должно быть функцией от (x + у}. 





х 


4066. Выраж У:-% 
енио FE должно быть функцией от xy. 
4067. abs + by ++ be = Сем. 4088. у [се _ yee 
$ . 


4069. x? + xy - у? aaa 
у —4: = 2s. 
y-axes 8y = С. 4070. 24 + In|x+ yl чату | = С. 





злу = С. 4073. x 


(С+и/а). 4072. y* - 
)= се. 4076. пани =С. 


4071. x+y =ate 
с. 407s. yeeteiy’ 


4074. залу + лу? = 
4077. y2 -1+Слу = 0. 4078. 


4079. зо 4 + 1. 4080. y=sinx + Coos. 


sink 
г . 4082. щх- SR = С. 4083. хе * 


Tee on rv0i03) 


Cc. 





yy inlt 
вены 





4081. y= 


21+ Се". 4086. y= И. 





4084. хусовЁ = С. 4085. siny = 


4087. 10} Cx|= ft) 4088, хде” = С. 4089. y= зн» 
4090. у? - by - axy= с. 

4091. Окружность + - 
ah (ax +ы) С (e# 1); если #= 


+ y ~ eT 

4092. Логарифмические спирали yx" + Y 

4093*. у? xa Дифференциальное уравнение зад 

4094. [= t/2 4095. Вектор поля ® каждой точке перпендикулярен к поляр- 
е — семейство концентрических 


ному радиусу точки. Интегральные кривых 
остев с KeRTPOM в начале координат. Уравнение семейства x? +? =С, 


Plax +by)=C (e+ =1) или окружность 
“4 или k= 1, то прямая ax +by=C. 


seg 





Ce 
очи уе =). 








окружи 
Изоклины — семейство прямых, проходящих через начало координат. 

4096.1) =f ev} 2) р-н 9 v= tlt +H’). 

4097. Прямые y= Cx- Результат может быть зысказан в форме следующей 


теометрической теоремы: если. семейство парабол, имеющих общую ось и об- 
ую вершиву, пересечь прямой, проходящей через вершину, 70 касательные к 
различным парабольм в точках пересечения их с прямой будут между собой 


параллельны. 
4099. у’ = EAH С; y= ays + 


4104. y= 1,68 при Ax = 0,05. 
yee a Ц); 10.9)= 12244. Приближенное реше- 


С. 4103. y= 0,31 при Ax = 0,05. 


4105. Точное решение: 
ние: (0,9) = 11942. Относительная погретино 


4106. При точном решений х=\ ) = 1,727; численное интегрирование при 


асти дает x ~ 1,72. 


8 gt ede + bx? 
ть 


сть равна -2,5%. 


делекни интервала на 4 4 





4107. К Е 
4108. -1,28. 4109. ут афиы 







‘ 
4110. у=1-х+ 72 
aun. уе gee - 
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4112. y=itar- 2244 
ааа" 254... 4118. yoo, 


art 4 
e+ Pe +... 4115. y=-2 


4114. yore 
2 23400" 








4116, уни, leo? ste cote , 
Ge ste. 


4117. у=Сх+ 2; 
у=Ся+С"; особый интеграл x7 +4y=0. 4118, y=Cx~3C*: особый 


интеграл 9у + 2х4/х = 
уж = 0. 4119, y = Cx+1/C; особый интеграл у* = 4х. 
4120. у= Сеул + С? $ особый интеграл x? + у? =1 
4121. y= i у 
21. y=Cx+sinC; особое решение y = x (n-arccos.x)+¥1- x? 


4122. x=Cx~inC; особое решение y= Inx + alvx+h+ 
; особое a 
шение y= Inx+1. 4128. y= (С 1 с) особое 


е = 
решение у=0. 4124. уз Cx? +1/C; особый unrerpan 9’ —4x? <0. 


4125. 2Cx = С* - у?; особого интеграла нет. 
4126. x = Ce? 
CoP +2(1~p), y= x(+ p)+ р?; особого интеграла нет. 


4127. y=Cx~e"; особое решение y= х(тх- 1). 
4128. у = Сх+С+0*; особое решение у=-(к +124. 


4129. y= Cr+ a¥i-c; 
х+ а - С; особый интеграл Де = VF. 4130. (C-2)y=c%, 


особое решение yx tx, 4181. у? — de" = 0, 4132. xy = 1, 4133. 


wxts 
4135. Равнобочная гнпербола 2. nari 


xy = ta*, уде а? — площ 
ae у адь треугольника; три- 
ое решение - любая прямая семейства у= +С2х /2+аб 


4136. (у-х- 2a) 
6. (и-х-2а)! = вах. 4187. Эллипсы и гиперболы. 


ce? 
4138. x = 













г a 
ang wel of 
4139. уз = семь , 422? 


Seta) “Yeoh 


4140*. = in® 
ycosa(c+tsinta) x=sinale-c — £sin? о} 
ренциальном уравнении положить 3 
3 


параметр а, naitrs dx, a 


. В полученном диффе- 
= а, а затем выразить х через у и 
заменить 4х через dy /що и решить получившееся 


диффоренциальное уравнены 
р е, считая у функцией @. 4141. $ зай, re a — 


некоторая определенная константа, 4142. д? +y = 2a" [Са] 


4143. y = Сет 
“ 8. y= Ce", 4144. yo ole? ту.) 4145, (et ty) = cl? + 2x7) 
nee 2х2). 
48, Если параметр ларабол равен 2p и иримая взята в качестве оси ордиват, 





то уравнения траекторий 5; = 5 
putt будут y= C+ 212° 4147, Трактрисы. 4148. Оточи- 


р 











тывая угол а в одном из двух возможных направлений, получим уравнение 


семейства жи - Вини)-с. 4149. Отсчитывая угол @ в одном из двух 


возможных направлений, получим ураввевие семейства тб? лучу) 


=С. 4150*. Можно принять, например, что ветер дует вдоль 





оси Ох. Линии распространения звука по плоскости Oxy ортотональными тра- 


секториями семейства окружностей (x—at) + (vot). rae  - время, mpo- 


шедшее после выхода звуковой золны из источника звука, & Vo ~ скорость 


звука в неподзижном воздухе. Для любого фиксированного # дифференциаль- 


ное уравнение искомых ортогональных траекторий У’ т совместное с 





получим некоторое уравне- 
1/b 


уравнением семейства окружностей. Исключая +, 
18 
ame Лагранжа. Ero общее решение x=C(coso+d)(te2) y= Сэт (а, 


где b= = ‚ @ - параметр. 


4151. x =Csint+R(cost+tsint), y= —Ceost + R{sint -t cost). 
4152. x=C/cht+a(t-tht), y=Ctht+a/cht, 
4153. x= alcost + tsint)~cost (at? /2+C). y salsint +teose)- sine (at? /2+C). 








4154. x=Csint +2tgt, y= te? t-Coost~2. 

4155. y = x°/6-sinx + Си + Cy. 

4156. уз 224 (ec? _1)- 50+ 2+ x4. 

4157. y= 5 [пя - + 0х + Cy, 4158. УС? +e, 

4159. у = Се" +С,-х-х*/2. 4160. y= 21/3 + Cx? + С. 

4161. y= (+ С) шк +,[~C,x + Cy. 4462. у= (еее с, 
4163. v= 3b (*+ с, +C,. 4164. у Vex + Cy. 


4165. у=- а х+ СЦ - 4028] + С, 4166. (x +C,F = 40,y-C,). 





4167. y= C(x + C2)". 4168. y= Che"? + Се". 
4169. хе? 20, +, +C,, 4170. y= aa. 4171. (5+0, -y? = Cy. 


с,. 4174. (х+ С; ту =x+Cy. 








4172. у= Cie". 4113. усоз?(х + Сл) 
4175. Вели произвольная постоянная, вводимая первым интегрированием, 


aN 
положительна (+e } ло y=C,tg(C\x+C,); если же ona отрицательна 


yD 


2 aes 
[-< } no y= 0, AIA _ Сы (сх +€,)s волн С, = 0, 10 ¥= GbE 


y 
fal 





4176, x = С, + cosC, tafe 224. 4177. Cx+ CG, =In 
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ne 
4178. 32. = С, aretg(C,Iny), С, > 0. 4179. In|C,y] = 2tg(2x+C,). 





4180. y = |? +} 








+Cy, если С, <0, и 


м 
Ге 


2a 
ето e+ Cy если С, > 0, 


xe, 





y=in|x + <] 
4181*. Посде подстановки У’=р уравнение распадается на два, из которых 


одно - типа Клеро. Его общее решение у = С; + С.е(\", а особые решения 
ут. Другое уравнение у’=0. 4182. y = C,x(x-C,)+C, и особые решения 





La с 
ae 


4185. уз flr + o.r +0, . 4186. ус +2, 4181. у = Сухеб я. 
4188. ние С |+ Sh = x +O), 4189, y= 2" ди +1. 4190. уч 


4191. y= 2-18. 4192, y - 4 
3 (+4) 


у='/3+0. 4183. у? 





wx! + Cy, 4184. x = In 

















4194. уз V2x-3", 4196. y= М те". 4196. уз-ш[- x]. 4197. y = (+1 
4198*. y= x. Сделать подотановку y = ux. 4199. y= 2c"? -1 


4200*. Дифференциальное уравнение линии дх=-— ‚ тде # - коэффи- 
Кс -1 
циент пропорциовальности. Если &=1, то 
eb [есь 4 terran) ] _ chlCre+eg), 
yah fees вечен |= eee) 
это - цепная линия. Если k = 





‚то (x+C,) + y? = C2; это — окружность. 
Если &=2 





‚то (и+С,} =46(у-С,); это — парабола. Если k = -2, то 


С: 
ar = ft ay; это ~ дифференциальное уразнение циклоиды. 





4201. e”/* = С, зес(х /a+C,). 4202. Cx = у". 4203. Цепная линия. 


с. 
4204. 5 = ad 4205. Пврабола. 4206. 8-2 (ate +c} 1-5] 


4207*. Пусть ось абсцисс направлена вертикально вниз, начало координат - на 
поверхности жидкости, уравнение луча y= f(x}. На глубине x имеем 


sino 


За) 
между вертикалью и касательной к световому лучу. Очевидно, tga равняется 
у’. Из уравневая msing = (m+dm)(sinacosda+cosasinda) раскрыв скобки и 


отбросив бесконечно малые порядка выше первого, получим mda=~dmtgo, 
р 





ал 





Te т- показатель преломления на глубине x, а a — угол 





о dn. 
rKyne Se 


Интегрируя это уравнение, найдем y’ Kak функцию т. 


Подставляя вместо m ero выражение через x и интегрируя вторично, получим 
това (ng-m omy 
= ао tn + fm? — родни, 
решение у = “228000 Inlm + yim? mg sin® cy u 


4208. y = x? те + C,x7 + бух + Cy. 4209. y= 


+C, тде m= 











Asin ax + Cx? + Cx + Cy. 


4210. y= 2+ P, (Py - полином 9-й степени относительно х с произвольными 
с 





жоффициентами. 

4211. у= С, => 24 yx +O, - Ск + с) ш+ Cf. 

4212. у= Cyx® + С,х? + Сук? + Cx + Cy. 

4213. у = (С, - 21) + Cx + С, 4214. x = Су? + Cry + Cy 

4215. Решения можно записать в трех формах: и = С; sin(C,x +C,), или 
у= С, зв (С,х + С,), или у = С, ев (С,х + Сь). 

4216. (+ С, +(у+ С, = CP. 

4217. y = o,f xe -per) +0). 


x4, 14# 
4219. 2) y= dened ee и + +.. 


_1_ 6—1 _ 26-0 ah 
4220. yn 1- Gah ate, ste 
4221. y=4(x-1)+ eae, et Po fect. stent 


4222, уз А+. Боли ана, то при x= -05 


ты a 
получается знакочередующийся числовой ряд и значение первого из отбро- 
шенных членов меныме 0,001. 


4223, y= 1-44 - м a Ms, патого- 





4224. ya xt - риа - 14.45 0,318; 0,96951. 


7400 


4 82 Vorb 
tah? 





4225*. Дифференциальное уравнение задачи E = из rae @ - 


количество электричества, протекшее через цепь за ров времени от 
начала опыта до момента 2. Выразив Q через V (V - наличное количество воды 
в сосуде в момент ¢) и определив из убловий задачи коэффициенты, придем к 


уравнению У” + 0VV'+d=0, rae a= zl = 0005, b= A£ = 0.00985. Интегрируя 


ero при начальных условиях Vy = 1000 смз, Vj =-Е = -0,00187 cm®/e, полу- 
чим ряд 


¥ = 1000 — 0.00187 - 10,910" - ван +364 8.040 + 2171 - |. 

Ряд знакочередующийся, коэффициенты, начиная с шестого, убывают, стре- 
Mach к нулю, что удобно для вычислений. 4226*. Дифференциальное уравне- 
A 
Wo 
количество у хлористого рот Re разложившегося к моменту t, приведем 








ние задачи имеет BUX [39 4 в +2 


3 Е. Взяв 8 качестве искомой функции 
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Уравнение к виду yy" +ay’+by=0, где a=k,/L=50, b= kE/L = 0,0191. 
Интегрируя это уравнение при начальных условиях %=№=1. = 
= kf, = -0,00381, получим ряд у = 10 - 0,008812 + 10-101? . (1,21 - 1,522+...). 
4227. ху" — бху’+12у=0. 4228. xy"~Qx+1)y’+(x+1y =0. 

4229. (x* в? + аут (кз 5 - уча узо. 

4230. y = 3x? - 20°, 

4231. a) sin? x / cos? x # const; 6) y”sin 2x - 2y’ cos2x = 0 


4232*, 3) По формуле Остроградского сете», 


или, раскрывая опре- 








A 


делитель (вронскиан), YY; -yiy,=Ce!?*, Делим обе части уравнения на 





a, ronan 22) - Cele, откуда п следует nexowve соотношение. 
yy 





4238. y = 0x In| 
4236*. Функции Ри © должны быть связаны соотношением ©’+2Р® = 0, 
Подставить у, =1/у; в формулу (вытекающую из формулы Остроградского) 
задачи 4282, полученное соотношение продифференцировать дважды и 95, и: 
подотавить в данное уравнение. 

4237". узо вси Цы - 1). Полагаем согласно условию 


| 26, + С,#. 4284. y= 0, Ey С, к. 4235. узи? с". 





И = Ax! + Вх? +Сх+. Подставляя у1 в данное уравнение, получим B= 5, 
D=0, A/C=4/-3, или A=4h, C=-8k. Следовательно, частное решение 
будет и = k(4x* -8=). В соответствии со свойством лилейного уравнения мож. 


но принять k=1, тогда у, =4x*-3x. Зная одно частное решение, обычным 


путем находим второе и составляем общее решение. 
4238. у = 0,sinx + C,[1-sinxIn| tg (п/а + x/2)|}. 





4289. y = Сич Ся, 4240. y - Сино, - 





4241, y= Cx t Суд? + бух. 4242. y= x? +х(С, + С, 
4243. у = Cye* + Олл x" 1. 4244. у = Cx? + C,(x 41)-2. 





4245. y= 2+ Bx +x (+ 2arcte x)+ 22. 








4246. y = -2 + 2x- x’ Py . ух 
= а 
4247, ут _ a +o +S 
4 6 a 2n 
4248. y = 2 ++ +...+ . 
аа Bea Ил as лы 


Boat 
в #12 





4 
4249, y = <(1+ ay 














4250. у-с(1+# +.) +с(=- 2 +#+.). 


4251. у = Се* + С,е`?*. 4252. у = Сие" + Се 8" 
=}: - в} 

4253. y= сем +с,. 4254. y= с" oye FF 

4255. у= Cie + Cie, 4256. у = C,cosx+ Cy sinx. 

4257. y = e**(C, cos2x + С, sin 2x). 

4258. y = e*(C, cos + Cy sing). 4259. y = e*(C, + C,2). 

4260. x = (С, + Сием. 4261. уз (С, + С‚х)е"*/*. 

4262. y = 4e* + 20°, 4263, у = Зе" зшбх. 4264. у=е` “(2+ x). 

4265. y =[1+(1-m)x]e™. 4266. у = cos3x - Таш 3х. 


за - жа yo cos|i(e №]; воли <0, то 








4267, Вели #>0, то у 


ve 


9= chloe di + 2) + bad alerMR™), one, = 


#. 





4268. y= Gye + Сите". 4269. y = C, cosax + Cysinax +7. 
4210, у = Cye™ + Cye* + Задаток, 

4271. y = 0 *(C, cos 2x + С, sin 2x) ~ dos 2x - 2sin2x. 

4272. у = (С, + Care ух, 

4273. y = 0*(C, cosx + С,втх)+х+1. 4274, у = Сие" + Cye™ - 0,2. 
4276. у= Се" + Се?" +9, где У равно: 

1) ет: 2) Sxe**; 8) Beosx+tainx: 4) 2° 42x? + thy = 


Пе + 








5) ео + 2sin 
8) 3х+ (9 + Bcos2x - 22); 9) - 2ле" - he; 


10) сов х- Вах + si cos3x + fosinax; 11) - bet - Те". 
4276. у= С, + Се? +7, где У равно: 
т 


1-х; 2) ре"; 8) Seine - 2008х;4) hex +r sin 2x - Дсов2я; 





5) ons2,5x + sin 2,5x — ~oooxe*™ 38) (— 5x -BB)eos.x - (2x - мля; 


1) де [650 + 2650)sin x - (8260x - 400)eos x]; 8) after = хе") 


4277. у=е**(С, + С,х) +5, где У равно: 
01:2) Let; 8) 216%; 4) Loosaxe tes; 


5) (3х + 6cos3x) - вып х + 4оовд); 


152 
6) 55 (арх + 4cosx) + ge (Ssin3x - 120083); 
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Т) 2x? +4 +3 + 4x%e™ + cos2x; 8) Aster de) 


% afer те) + ах + Асов); 10) oF Lert eters, 
4278. у = C,cosx+C,sinx +H, me Я равно: 


1 2x* - 18x42; 2) cosdx; 3) $xsinx: 4) -Lrcose-e*; 


5) ев -Leoeax); 6) 9+ 4e0s2x-0,2c084x; 7) 0,5chx; 8) 05+ Одена. 
4279. y = ес, <084=+ С, sin $x} +3, где у равно: 


2 
Nn? 





eh, 2) Зак +S eostx; 3) ее +A (ax +в, 
4) - Всовкеми/и; 5) - Lae? ов; 6) обе +18, 
4280. у=2+ С, созхч С, sin x + сова м 
4281. y = (ce, + С;х - шУхз +14 xarctg =). 
4282. 1) узе'(++С,)- (+) +14 С; 


2) ys Зе [вто че ей ++ +6; 8) y= Cet - coset + 6, 
4283. у = (14 x)e**/? 4 2678/2, 

4284, x = е*(0,16 cosdx + 0,28sin 3x) + x* +2,2x 40,84. 4285, y =e + x?. 

4286. y = «(= - =? -х+1). 4287, y= 1 2х ~ Asin x - cos. 


4288*. Дифференцировать указанное выражение для у дважды; подставить у, 
у’му” вданное уравнение; во всех трех случаях получится тождество. 


4289. y= 22 (С, + С). 4290. y = £+C, costn|s|+ C, sin in|]. 


4291, ух [С + сотые 4292. y= xinfal+ Сис. 





4298. Воли Е >о?, то Y= Cycoskt+C, sinkt + E> cosut +S, где № = 





2 
=-o* Fem Ло’, то 9 = Cel + Oye - о cos ut — 2, me = 
+0 


sor ~ a. 4204. ox ее. 





"10008 0,245t + 8,16sin 0,245¢]; ‚_з= 7,07 см. 
1-3 


4296. y= РЕН ЕН 4297. 5 





5/2 cos 156,6¢ + 0,00313sin 156,61]. 

4296*. = 334 r/em= 333 -g-10*H/em; t= 0,38 с; высота погруженной части. чур- 
банчика x=6 {3+cos8,16¢]. При ооставлепии уравнения считать g=1000 см/с?. 
4290*. r= 406" +e). Bee происходит так, как будто трубка неподвижны, но 


на шарик действует сила, равная mur (r ~ расстояние от оси вращения до 
шарика). : 





4300. Если &> mu*, то ре той one EF}: если k= mo", то 
то; 


если #<ты?, тог= a лы a(t ar = )-*] 


4301. у = С, соз8х + С, зах + С,. 








4302. у = Сие?" + Се?" + Cye* + це". 
4303. у = (С, + С;же?* + (Су + Саже*. 
4304. у = Суе?* + Се" + С, cos2x + С, sin 2x. 
4305. у = Cie"? + Ce + Се". 

4506. у = Суе" + Сухе* + Суде". 

4307. у= С, + С,х + ye? + Cx. 
4308. у = Cye* + Се * + бух" ® + Cx 





С, + Cy 





4309. y = oa cos + C, sin $) + eo, cos + С, sin 
4310. у = (С, + Cpe + Cyx cod + (© + Ox + Сие] т + Gxt Oy. 


4811. y= ec, + Сил + Cx? et Cx"), 4312. у=1+ cosx. 





4313. * +созх-2. 4314. у = (С, + Ське* + Се" -х-4. 
4315. у= (Cy + Cyx)e® + ge +(e? Це, 
4816. и = (С, + Cyx)cos 2x + (C, + C,x)sin 2x + Тсовх, ' 





2 
4317. у= (С, + C,x)cosax + (C, + Cyx)sin ax - ae. 


4318. y= Bx’ - 4x9 + Суд? + Сах + Су + Cy совх + Cysinz. 





* 1х8 
dexsinx. 





4319. y = Ce" + Cpe + Cy sin x + C, 0083 
4320. y= (©, + Сухо" + ©, Сич)" + sine + овал, 
4321. у=4-Зе "че". 4822, y=e% +3. 

4323. у-х(, +С, ш[ + С, 2] 

4324.1. x 





(С, совё +¢,sint), у=е (©, + С, ов (С, - C,)sine] 
4324.2. x= Си’ + См, y=-Cyet +30, 

4324.3. х=е'(С, cos3t + С, sin 34), у= e'(C, sin3t - С, cosa). 

4324.4. x = Се" + Cye™ + Се", y= Chet — 8Gye, 2 = Cre! + Се — 5Cye*. 
4324.5. x= Cy +8Cze", уз -2Cje% + Cgc", 2=C, + Сие - 20", 





4324.6. x= Сие" + Суе" + Сем, y = Cre! — 2C,e" + Се", 


2=-Се' — 3C,e* + 3C,e*. 
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4324.7, к = Сей + 6, cost +0, sin th. уе, + O)eost + (© - С.) т] 
z= Сие" +е*[(2С, - С, }возе + (С: + 2¢,}sine]. 

4825. = Gel + Gye steht, y Сие" — Сей + sht + tehe, 

4826. = Ge 6 Oe Ee det ye Foye" ~ Cee Let веть, 


И 
we" +19 
4827. z= Су, зу? 


4328. y = бр Е} 2= Уса In с 
хх? sey +2, | 

4929. Икс, мини -с,. 

4330. и С, cacy. 











99 26, ии, 

ABBR. = et + Coe, y= се аби + cogs, ' 
Серна з 

4338. x = Ce! + Cye* + С, cost +, sint, Y= Qe! уе" - С, cost ~C, sint. 

4334. <= С, + Ot + GP? че, 

=, - (© +26} Це, 1 и, 

4835. ety see Gg, ИИС, 


4336. 2=х-у, уф - 24) = (cy)? 
4337. x = 1/3, узла 
4338. x = 





+122 byw wd ot ВЕ 
$ gens ая -ре "фен. 


4339. х 


2, 2 
4340. Линии y, = °С = - бе 
vi то НТ, При заданных начальных условиях 





получаются гиперболы y, = 3542 у, „ deat 
4341. y=e"*, 
4842. Плоская линия x -y+2=0, хан 
ably? 
4343, x= dle +, ~4)ft cos zt), ya Fler? ++, ~ ty) cos £4]. 


4344. = 10ch 2¢ ~ eos ide + 2, ¥=10ch2¢ + Scosiat - 2%. Здесь x - путь 


более тяжелого шарика, а У - более легкого. 








2 
4345. 4 = Ae) 1 _ [ем 1apeot : 
эн |1 терем} |’ Te ‚ Ме ae lo» Be ma 





4346*. Bean 7 — 
и T - количество яда, то 4 зем-ьмт, Dean и 4-0 в mo. 


мент, когда N = М. 





„ава, 9 (но 3 
ABAT. hy = + St (H, He 9%, 


91-5 


Si Hy + SoH; 3] м 
а а нон, 


S198) sp 
4348. 1) 0-6, + 0,002(6? - 62) = 0.00008 222", ua 53°; 
Ror? 
2) 0-6 +0,002(6" - 03) = ££". (200n¢ - sin 200n); a 76°. 
Rg 10 


4849. 1) 44,5°; 2) 46,2". 
4350. 
х | 1,00 105 | 1,10 1,18 1,20 1,25 
K i 1,000 [o.007 [eco | 0,084 = 
x 1,85 1,40 1,45 1,50 - 
у |- = = aor | 9816 


4351. y|__ = 343656... 
T va | Ys | 


я v2 ¥s 
2,5 3.16667 3,37500 [ замо | зави | 


Ys дает относительную погрешность порядка 0,1%. 
4352. 0,46128; то же дает формула Симпоона при 2n = 10. Все знаки верные. 





























5 























ry x? ae ast, 56° 1656 В = 7 
4853. т + 1 ит.д; (0) = 1,548; 
Bae rd, U8. | 
F(z)= Lene Ш 2, итд; /(0,3) = 1,545, Погрешность 


менее 0,2%. 4354. 0,808. 4355*. 1,001624. Результат получается всего быстрее, 
если искомую функцию искать сразу в виде степенибго ряде. 
4356*. 1,0244. См. указание к предыдущей задаче. 


4357. ут +. Pasty 





k= 0,2297, 





В+ ~*~ 


К главе Xv 
. . 
4358. sin™ x= № Gr оволх - Ch, c08 (2h — 2) + 
+ СВ 008(2k — 4)x— 4 Ca) tek cos2x]; 


sin?" y= SP lain (ee +1)z- Ch, sin (2k-i)x+ 


+ Ch. sin Qk ~3)x + СТАС sin]; 
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cos” х = 





+ Нее kx + Ch, cos (2k -2)x + 


ge 


+C}, cos (2k~ 4)x+...4 CR" cos 2x]; 
08°81 x = Зов» ++ Ch, 008 (08 - 1х + 
+ 4.1 cos (2k ~8)x +...+ СА сова]. 


4360. cosnx = cos” x - С? cos"? хэш? x + 01 с0з"` хеши x... Так как sinx входит 
только в четных степенях, то созпх можно рационально выразить через созх. 


4363. 1) 9 





2 п Ф-У 8. где v=0, 1,2, 4 ms 2) 





25, хде vel, 





2, ..., nL при п нечетном и у=1, 2, ..., п при п четном, и $ = (2-1) у, где 


a 
у=1, 2, ..., п+1. 4865*, Заметить, что [®,(@)d0 =0. 4366. Да. 
° 


4371. a) 6, © 


Wg ei he 





sinaz (0<х<2л). 4375. 2) бан, 
= ( )- > (ns? 





у (- пак, оны any aes Ss 





же - ил. 4978. Et 1'(42- 22" Jaina. 
. 4380. al ии] 


gene 
4382, 1-4 
nj] р 


27-111, $ (вовлх. _ петлях 
ро = areca ie 


4381. 24.1 














a 
4884. oe safe! sos a 
че) 


ан? 


=} + 25 ye 


fal 
footie ot} 


4385. dente (+ am. assets + 
eB tag? ata 
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4900, зла прыщи.) 
® 1-7 22-2? 32 в? 
af ope + Ра: + ри Se {a четное); 
4387. sin ax = ma 2 и 
Е 
я | 222 





2. 4: 
oul ae as? и (а нечетное). 














gt Sends у баб 5 
x a2-g? В a2? 177] (а четное); 
4388. cos ax = 
a|2sin2x , ампах , 6sin6x 
ie 2 te ge? 2g? *"" | (а нечетное). 
42-2 + 6" 
4389. звал $" [11 i 
het ¥ (- 1) sisinns. 


he oy ay оса ая 
4390. asl ac = ETON asinne. 


4391. 


cost 
a 





2 








z+2 2S oe stainans- зао) 
5458 sin2x _ sindx , singe _sintoe , | _ 
17 22 ты 





Е за + об + cide 
“ae Poe est 


Воспользоваться результатом задачи 4368. 
4393*. 1) f(x)= 4 azagins + ава а ): 


2) (x)= He) = LS sates costnx = 956) Раны аи 2econg a, 








7 "п 2 





nal 


Воспользоваться результатом эвдачи 4371. 


BP sinGa-ts, 59 
4394. & aA =. 


4395. 8. 


1-85 2H; в) тих 


аа 


4396*. ви _ $ чвих_ (ем. задачу 4874). 7 
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sinnx (см. задачу 4374), 
озлх. Продифференцировать ряд и воспользо- 


ваться решением задачи 4374 и тем, что Syl = 2” (см. задачу 4376). 
21° 








2 © sinnS 
4 В ще — инк ы ВЫ = & я). 
399 2-82 _200зх * Dopey (<<); воспользоваться 
2. pe, ( 4380 при i= +) carr _ 
рядом 1 > те созих (см. задачу при #=2) и тем, что = = 


(см. задачу 4894). 
4400. /(х) = 27,8 + 6,5005 х — ОЛзшх -3,2cos2x + 0,1 sin 2x; 





filx) = 0,24 + 0,55 cosx + 0,25sin x - 0,08 cos 2x - 0,13sin 2x; 
fax) = 0,12 + 1,32 совх + 0,28 sin x - 0,07 cos 2x + 0,46 sin 2x. 


К главе XVI 


4401. Прямые, параллельные вектору A{a, b,c}: “2 = LHe = 220, 


4402. Окружности с центром в начале координат: x? + у? = Д?. 

4403. Винтовые линии с шагом 2nh/o, расположенные на цилиндрах, оси 
которых совпадают с осью 2: x= Reos(wtt+a), у= Rsin(wt+a), z= ht +29, 
где В, @ и 2о - произвольные постоянные. 4404. 1) Окружности, образованные 
пересечением сфер с центром в начале координат и. плоскостей, параллельных 
биссекторной плоскости у-2=0: x? +1 +2? = *, у-2+Сн0, me RuC - 
произвольные постоянные. 2) Окружности, образованные пересечением сфер с 
центром в начале координат и плоскостей, отсекающих на осях координат 
отрезки, равные по величине и по знаку: x? +y%42?=R?, хчуза=С. 
3) Линии пересечения сфер х1 +? +2’ = К? и гиперболических параболоидов 
гу = Сх. 

4405. div A=3, rota =0. 

4406. divA=0, rot A= 2[ly-z)i+(2-x)j+(x-y)k]. 

A407, div A= 6xyz, rota = xl? учу -2)j+2(y*-27) 
4408. divA=6, rotA=0. 4409. divA=0, rotA=0. 





4410. div A=k/r*, где k - козффициент пропорциональности, г — расстояние 
от точки приложения силы до начала координат, rotA = 0. 

4411. divA=0, rot A=0. 

4412. divA=0, rot A= 0. В точках оси Oz поле не определено. 
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qe rae k — коэффициент пропорщиональности, В точках 
ee 





4413. divA= 





плоскости Oxy поле не определено. 
4414. За. 4416. divd(ra)= ab, ах г(га} = 4ra. 


4417. 0. 4418. 1) 0; 2) 0; 8) 0. | $ 
4419. div A= 2f(r)/r+ f(r) если поле пространственное, div A= f(r)/ir+ fr). 


если поле плоское. 
4421. grotA+gradgx A. 4422. Pf 4423. 24. 


4424. 2un®, me n° — единичный вектор, параллельный оси вращения. 
4430. и = Ar+C. 

4431. ити + 2)+ с. 4432. Her. 4433. Нет. 

4484. и=- а (:2 + у?)+С. 4435. Нет. 4437, 2/3, 1/3, 1/2 


4438. 6) Sin фены дао“, (В -1) 


Kt+x)? 





tye nice 


дао. BES оке. gaan, aidan +). 


29) 
; если h=1; ~Pabelnl ke Уи -1|, если 
4442. Pe weessh если в <1; Эль, Ен у ] 


й>1. 
4443. 1) ans НИЕ, 2) ater in НИИ, Разделить цилиндр попо- 


лам сечением, параллельным основанию, и вычислить потенциал боковой 
поверхности цялнндра как сумму потенциалов боковых поверхностей обеих его 


половин, применяя результет 1). 4444. 24х85. 


2 ye 
4445*. 1) ину +H? — Н?+ В naira, 


fenton? 
2) allie +H? - H? +48? nae | см. указание к задаче 4443. 


4446. лЬЗН(! - Н), тде 1 - образующая конуса. 





sf(, , a2"? (а | ‘ 
в) - (= ры 


еее а 3] me eee 
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4448*. и = 408 (p? _ 2) = №4 (М — маса тела) пра a2 R; 


ш- 24тё(8? ~ 7?) при a sr; 

u = 408 (9 7°), 2bn8 (В? - a") при rsa, 

Провести концентрическую сферу радиуса а и применить результаты первых 
двух случаев. 


4449. als : ae} тд М — масса шара. 
м3 


4450. И поток и циркуляция равны 0. 
4451. Поток равен 24$, где $ — площадь области, ограниченной контуром Г. 
Циркуляция равна 0. 

4452. И поток и циркуляция равны 0. 


4453. Поток 8п8*/2, циркуляция 2лЕ?. 


4454. В случае, когда начало координат лежит внутри контура, поток равен 
2n, в противном случае поток разен 0. Циркуляция в обоих случёях равна 0. 


4455. Циркуляция равна 2л. если начало координат лежит внутри контура, в 
равив 0, если вне контура. Поток в обоих случаях равен 0. 

4456. 2. 4458. эдЕ?Н. 4459. nR*H. 

4460. 4л. Вычислить поток через оснозание конуса и воспользоваться резуль- 


татом задачи 4457. 
4461. 31/16. 4462*. 1/6. Воспользоваться формулой Остроградского и вычис- 


лить поток через основание пирамиды. 
4463. 2n2b?, 4464, 2лов?. 

4465. -к. Применить чеорему Стокса, взяв в качестве контура Ё линию пере- 
сечения параболоида с плоскостью Оху. 











